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Chapter 1

Introduction

等筮 筴筯筤筡筹笧筳 筷筯筲筬筤第 筤筡筴筡 筳筵筲筲筯筵筮筤筳 筵筳 筬筩筫筥 筡筩筲笮 筆筯筲 筩筮筳筴筡筮筣筥第 筤筥筶筩筣筥筳 筬筩筫筥 筴筨筥 筁筰筰筬筥 筗筡筴筣筨
筣筯筮筴筩筮筵筯筵筳筬筹 筣筯筬筬筥筣筴 筤筡筴筡 筡筢筯筵筴 筯筵筲 筤筡筩筬筹 筲筯筵筴筩筮筥筳第 筥筸筥筲筣筩筳筥 筨筡筢筩筴筳第 筡筮筤 筭筯筲筥笮 筈筯筷筥筶筥筲第
筴筨筩筳 筶筡筳筴 筡筭筯筵筮筴 筯筦 筤筡筴筡 筭筵筳筴 筢筥 筯筲筧筡筮筩筺筥筤 筡筮筤 筡筮筡筬筹筺筥筤 筢筥筦筯筲筥 筭筥筡筮筩筮筧筦筵筬 筣筯筮筣筬筵筳筩筯筮筳
筣筡筮 筢筥 筤筲筡筷筮笮 筓筯筬筶筩筮筧 筰筲筡筣筴筩筣筡筬 筰筲筯筢筬筥筭筳 筷筩筴筨 筤筡筴筡 筩筳 筡筴 筴筨筥 筣筯筲筥 筯筦 筴筨筥 筳筣筩筥筮筣筥 筣筡筬筬筥筤
statistics笮 筏筶筥筲 筴筨筥 筹筥筡筲筳第 筳筴筡筴筩筳筴筩筣筳 筨筡筳 筤筥筭筯筮筳筴筲筡筴筥筤 筩筴筳 筶筡筬筵筥 筡筣筲筯筳筳 筶筡筲筩筯筵筳 筲筥筳筥筡筲筣筨
笌筥筬筤筳第 筳筵筣筨 筡筳 筢筩筯筩筮筦筯筲筭筡筴筩筣筳 筡筮筤 筳筯筣筩筯筬筯筧筩筣筡筬 筲筥筳筥筡筲筣筨笮 等筮 筴筨筥 筥筲筡 筯筦 筢筩筧 筤筡筴筡第 筷筨筥筲筥
筮筥筷 筤筡筴筡 筣筯筮筳筴筡筮筴筬筹 筡筣筣筵筭筵筬筡筴筥筳第 筷筥 筮筥筥筤 筳筴筡筴筩筳筴筩筣筡筬 筭筥筴筨筯筤筳 筴筨筡筴 筣筡筮 筨筡筮筤筬筥 筴筨筥筳筥
筣筯筮筴筩筮筵筯筵筳 筤筡筴筡 笍筯筷筳 筡筮筤 筥筮筡筢筬筥 筲筥筡筬笭筴筩筭筥 筤筥筣筩筳筩筯筮笭筭筡筫筩筮筧笮

答筨筩筳 筤筩筳筳筥筲筴筡筴筩筯筮 筦筯筣筵筳筥筳 筯筮 筡筮 anytime-valid method 笨筣筡筬筬筥筤 筴筨筥 e-value method笩第 筡
筰筯筷筥筲筦筵筬 筡筰筰筲筯筡筣筨 筤筥筳筩筧筮筥筤 筴筯 筴筡筣筫筬筥 筨筹筰筯筴筨筥筳筩筳 筴筥筳筴筩筮筧 筰筲筯筢筬筥筭筳 筷筩筴筨筩筮 筳筴筲筥筡筭筩筮筧
筤筡筴筡 筣筯筮筴筥筸筴筳笮 答筨筲筯筵筧筨筯筵筴 筴筨筩筳 筷筯筲筫第 筷筥 筤筥筶筥筬筯筰 筮筵筭筥筲筯筵筳 筭筡筴筨筥筭筡筴筩筣筡筬 筲筥筳筵筬筴筳
筣筯筮筣筥筲筮筩筮筧 筴筨筥 筴筨筥筯筲筹 筯筦 筴筨筥 筥笭筶筡筬筵筥 筭筥筴筨筯筤 筦筯筲 筨筹筰筯筴筨筥筳筩筳 筴筥筳筴筩筮筧笮 等筮 筴筨筩筳 筩筮筴筲筯筤筵筣筴筯筲筹
筣筨筡筰筴筥筲第 筷筥 筩筮筴筲筯筤筵筣筥 筴筨筥 筫筥筹 筴筯筰筩筣筳 筣筯筶筥筲筥筤 筩筮 筴筨筥 筤筩筳筳筥筲筴筡筴筩筯筮笮

筆筩筲筳筴第 筓筥筣筴筩筯筮 笱笮笱 筩筮筴筲筯筤筵筣筥筳 筴筨筥 筨筹筰筯筴筨筥筳筩筳 筴筥筳筴筩筮筧 筰筲筯筢筬筥筭 筡筮筤 筤筩筳筣筵筳筳筥筳 筨筯筷 筩筴
筩筳 筡筤筤筲筥筳筳筥筤 筢筹 筣筬筡筳筳筩筣筡筬 筭筥筴筨筯筤筳笮 筗筥 筴筨筥筮 筩筬筬筵筳筴筲筡筴筥 筴筨筥 筰筲筯筢筬筥筭筳 筴筨筡筴 筡筲筩筳筥 筷筨筥筮
筴筨筥筳筥 筴筲筡筤筩筴筩筯筮筡筬 筭筥筴筨筯筤筳 筡筲筥 筵筳筥筤 筳筥筱筵筥筮筴筩筡筬筬筹 筡筳 筴筨筥 筤筡筴筡 筣筯筭筥 筩筮笮 等筮 筓筥筣筴筩筯筮 笱笮笲第 筷筥
筰筲筥筳筥筮筴 筴筨筥 筣筯筲筥 筣筯筮筣筥筰筴 筯筦 筴筨筥 筥笭筶筡筬筵筥 筭筥筴筨筯筤 筡筮筤 筥筸筰筬筡筩筮 筷筨筹 筩筴 筷筯筲筫筳 筜筳筡筦筥筬筹笢 筦筯筲
筲筥筡筬笭筴筩筭筥 筤筥筣筩筳筩筯筮笭筭筡筫筩筮筧笮 筓筥筣筴筩筯筮 笱笮笳 筣筯筶筥筲筳 筰筲筥筬筩筭筩筮筡筲筹 筫筮筯筷筬筥筤筧筥 筴筨筡筴 筩筳 筦筲筥筱筵筥筮筴筬筹
筲筥筦筥筲筥筮筣筥筤 筩筮 筬筡筴筥筲 筣筨筡筰筴筥筲筳 筢筵筴 筮筯筴 筩筮筴筲筯筤筵筣筥筤 筩筮 筤筥筴筡筩筬 筩筮 筴筨筯筳筥 筣筨筡筰筴筥筲筳笮 筓筥筣筴筩筯筮 笱笮笴
筰筲筯筶筩筤筥筳 筡筮 筩筮筴筲筯筤筵筣筴筩筯筮 筴筯 筴筨筥 筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬 筦筡筭筩筬筩筥筳第 筷筨筩筣筨 筡筲筥 筡 筣筥筮筴筲筡筬 筦筯筣筵筳 筯筦
筴筨筩筳 筤筩筳筳筥筲筴筡筴筩筯筮笮 筌筡筳筴筬筹第 筩筮 筓筥筣筴筩筯筮 笱笮笵第 筷筥 筯笋筥筲 筡筮 筯筵筴筬筩筮筥 筯筦 筥筡筣筨 筣筨筡筰筴筥筲 筯筦 筴筨筥
筤筩筳筳筥筲筴筡筴筩筯筮笮

1.1 Hypothesis testing

筈筹筰筯筴筨筥筳筩筳 筴筥筳筴筩筮筧 筩筳 筡 筣筯筭筭筯筮 筰筲筡筣筴筩筣筥 筩筮 筥筶筥筲筹筤筡筹 筬筩筦筥笮 筆筯筲 筥筸筡筭筰筬筥第 筤筵筲筩筮筧 筷筩筮筴筥筲第
等 筯筦筴筥筮 筦筥筥筬 筤筩筳筣筯筭筦筯筲筴 筩筮 筭筹 筳筴筯筭筡筣筨 筡筦筴筥筲 筨筡筶筩筮筧 筬筵筮筣筨 筡筴 筴筨筥 筃筗等 筣筡筮筴筥筥筮笮 筓筩筮筣筥 等
筲筡筲筥筬筹 筡筴筥 筣筯筬筤 筦筯筯筤 筩筮 筃筨筩筮筡 筤筵筲筩筮筧 筷筩筮筴筥筲第 等 筳筵筳筰筥筣筴 筴筨筡筴 筴筨筥 筣筯筬筤 筶筥筧筥筴筡筢筬筥 筳筡筬筡筤
筭筩筧筨筴 筢筥 筣筡筵筳筩筮筧 筴筨筩筳 筤筩筳筣筯筭筦筯筲筴笮 答筯 test 筭筹 筳筵筳筰筩筣筩筯筮第 等 筥筡筴 筴筨筥 筣筯筬筤 筳筡筬筡筤 筯筮 筳筯筭筥

笱



1.1. Hypothesis testing

筲筡筮筤筯筭 筤筡筹筳 筯筶筥筲 筴筨筥 筣筯筵筲筳筥 筯筦 筡 筭筯筮筴筨 筡筮筤 筭筯筮筩筴筯筲 筨筯筷 筭筹 筳筴筯筭筡筣筨 筦筥筥筬筳 筥筡筣筨 筤筡筹笮
等筦 筭筹 筳筴筯筭筡筣筨 筣筯筮筳筩筳筴筥筮筴筬筹 筦筥筥筬筳 筢筡筤 筡筦筴筥筲 筥筡筴筩筮筧 筴筨筥 筣筯筬筤 筳筡筬筡筤 筢筵筴 筦筥筥筬筳 笌筮筥 筯筮 筯筴筨筥筲
筤筡筹筳第 筴筨筩筳 筷筯筵筬筤 筰筲筯筶筩筤筥 筳筴筲筯筮筧 筥筶筩筤筥筮筣筥 筴筨筡筴 筭筹 筳筵筳筰筩筣筩筯筮 筩筳 筣筯筲筲筥筣筴笮 筏筦 筣筯筵筲筳筥第 筯筮筥
筣筯筵筬筤 筡筲筧筵筥 筴筨筡筴 筩筴 筭筩筧筨筴 筪筵筳筴 筢筥 筣筯筩筮筣筩筤筥筮筣筥第 筢筵筴 筳筵筣筨 筣筯筩筮筣筩筤筥筮筣筥 筷筯筵筬筤 筨筡筶筥 筡筮
筥筸筴筲筥筭筥筬筹 筬筯筷 筰筲筯筢筡筢筩筬筩筴筹 筩筦 筭筹 筳筵筳筰筩筣筩筯筮 筩筳 筷筲筯筮筧笮

答筯 筥筸筰筬筡筩筮 筨筹筰筯筴筨筥筳筩筳 筴筥筳筴筩筮筧 筦筵筲筴筨筥筲第 筳筵筰筰筯筳筥 筷筥 筨筡筶筥 筣筯筬筬筥筣筴筥筤 n 筯筢筳筥筲筶筡筴筩筯筮筳第
筤筥筮筯筴筥筤 X(1), X(2), . . .笮 筗筥 筡筲筥 筩筮筴筥筲筥筳筴筥筤 筩筮 筷筨筥筴筨筥筲 筴筨筥筳筥 筯筢筳筥筲筶筡筴筩筯筮筳 筡筲筥 筣筯筮筳筩筳筴筥筮筴
筷筩筴筨 筯筮筥 筯筦 筴筷筯 筨筹筰筯筴筨筥筳筥筳笺 筴筨筥 null hypothesis 笨H0笩 筯筲 筴筨筥 alternative hypothesis
笨H1笩笮 等筮 筴筨筥 筥筸筡筭筰筬筥 筡筢筯筶筥第 H0 筭筩筧筨筴 筢筥 筜筅筡筴筩筮筧 筣筯筬筤 筶筥筧筥筴筡筢筬筥 筳筡筬筡筤 筤筯筥筳 筎筏答
筣筡筵筳筥 筳筴筯筭筡筣筨 筤筩筳筣筯筭筦筯筲筴笢第 筷筨筩筬筥 H1 筷筯筵筬筤 筢筥 筜筅筡筴筩筮筧 筣筯筬筤 筶筥筧筥筴筡筢筬筥 筳筡筬筡筤 筤筯筥筳 筣筡筵筳筥
筳筴筯筭筡筣筨 筤筩筳筣筯筭筦筯筲筴笢笮 等筮 筧筥筮筥筲筡筬第 H0 筲筥筰筲筥筳筥筮筴筳 筡 筳筴筡筴筵筳 筱筵筯 筡筳筳筵筭筰筴筩筯筮 筯筲 筡 筳筴筡筮筤筡筲筤
筭筯筤筥筬 筴筨筡筴 筴筨筥 筤筡筴筡 筭筩筧筨筴 筣筯筮筦筯筲筭 筴筯第 筷筨筩筬筥 H1 筲筥筰筲筥筳筥筮筴筳 筡 筤筥筰筡筲筴筵筲筥 筦筲筯筭 H0笮

H0 筡筮筤 H1 筡筲筥 筵筳筵筡筬筬筹 筦筯筲筭筡筬筩筺筥筤 筡筳 筰筲筯筢筡筢筩筬筩筴筹 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮筳笮 筆筯筲 筥筸筡筭筰筬筥第
筴筨筥 筤筡筴筡 X(1), X(2), . . . 筡筲筥 筩筮筤筥筰筥筮筤筥筮筴 筡筮筤 筩筤筥筮筴筩筣筡筬筬筹 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筥筤 笨筩笮筩笮筤笮笩笮 筅筡筣筨
X(i) 筩筳 筯筦 筴筨筥 筦筯筲筭 笨Y(i), G(i)笩 筷筩筴筨 Y(i) ∈ {Feel good,Feel bad} 筡筮筤 G(i) ∈
{Eat salad,Not eat salad}笮 答筨筥筮 H0 筩筳 筴筨筥 筳筥筴 筯筦 筣筯筮筤筩筴筩筯筮筡筬 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮筳 筷筩筴筨

筐筲笨Y(i) 笽 Feel good|G(i) 笽 Eat salad笩

笽筐筲笨Y(i) 笽 Feel good|G(i) 笽 Not eat salad笩笻

筡筮筤 H1 筩筳 筴筨筥 筳筥筴 筯筦 筣筯筮筤筩筴筩筯筮筡筬 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮筳第 筩筮 筷筨筩筣筨 筴筨筥 笌筲筳筴 筰筲筯筢筡筢筩筬筩筴筹 筩筳 筳筭筡筬筬筥筲
筴筨筡筮 筴筨筥 筳筥筣筯筮筤 筯筮筥笮

答筨筥筲筥 筡筲筥 筭筡筮筹 筡筰筰筲筯筡筣筨筥筳 筴筯 筨筹筰筯筴筨筥筳筩筳 筴筥筳筴筩筮筧第 筲筯筵筧筨筬筹 筣筡筴筥筧筯筲筩筺筥筤 筡筳 frequentist
筯筲 Bayesian 筭筥筴筨筯筤筳第 筡筳 筥筸筰筬筡筩筮筥筤 筩筮 筤筥筴筡筩筬 筢筹 筒筯筹筡筬筬 筛笷笴筝笮 答筨筥 筦筲筥筱筵筥筮筴筩筳筴 筡筰筰筲筯筡筣筨 筩筳
筦筵筲筴筨筥筲 筤筩筶筩筤筥筤 筩筮筴筯 Fisherian 筡筮筤 Neyman-Pearson tests笮 筆筩筳筨筥筲筩筡筮 筴筥筳筴筩筮筧 筦筯筣筵筳筥筳 筯筮
筭筥筡筳筵筲筩筮筧 筴筨筥 筥筶筩筤筥筮筣筥 筡筧筡筩筮筳筴 H0 筵筳筩筮筧 筴筨筥 筰笭筶筡筬筵筥 笨筤筥笌筮筥筤 筬筡筴筥筲笩笻 筴筨筥 筳筭筡筬筬筥筲 筴筨筥
筰笭筶筡筬筵筥第 筴筨筥 筳筴筲筯筮筧筥筲 筴筨筥 筥筶筩筤筥筮筣筥 筡筧筡筩筮筳筴 H0笮 等筮 筴筨筩筳 筦筲筡筭筥筷筯筲筫第 筴筨筥筲筥 筩筳 筮筯 筥筸筰筬筩筣筩筴
H1第 筡筳 筴筨筥 筴筥筳筴 筦筯筣筵筳筥筳 筳筯筬筥筬筹 筯筮 H0笮 筏筮 筴筨筥 筯筴筨筥筲 筨筡筮筤第 筴筨筥 筎筥筹筭筡筮笭筐筥筡筲筳筯筮 筡筰筰筲筯筡筣筨
筥筸筰筬筩筣筩筴筬筹 筣筯筭筰筡筲筥筳 筴筷筯 筨筹筰筯筴筨筥筳筥筳第 H0 筡筮筤 H1第 筷筩筴筨 筴筨筥 筧筯筡筬 筯筦 筣筨筯筯筳筩筮筧 筯筮筥 筯筶筥筲 筴筨筥
筯筴筨筥筲笮 筗筥 筷筩筬筬 筯筭筩筴 筂筡筹筥筳筩筡筮 筭筥筴筨筯筤筳 筨筥筲筥 筢筥筣筡筵筳筥 筷筥 筤筯 筮筯筴 筵筳筥 筴筨筥筭 筳筯 筭筵筣筨 筩筮
筴筨筥 筴筨筥筳筩筳笮

等筮 筳筯筭筥 筣筨筡筰筴筥筲筳 筩筮 筴筨筥 筴筨筥筳筩筳第 筷筥 筵筳筥 H0 筴筯 筤筥筮筯筴筥 筴筨筥 筳筴筡筴筥筭筥筮筴 筤筥笌筮筩筮筧 筴筨筥
筮筵筬筬 筨筹筰筯筴筨筥筳筩筳 笨筃筨筡筰筴筥筲 笲 筡筮筤 筃筨筡筰筴筥筲 笳笩第 筡筮筤 P 筴筯 筤筥筮筯筴筥 筴筨筥 筣筯筲筲筥筳筰筯筮筤筩筮筧 筳筥筴 筯筦
筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮筳笮 筓筩筭筩筬筡筲筬筹第 筷筥 筵筳筥 H1 筴筯 筤筥筮筯筴筥 筴筨筥 筳筴筡筴筥筭筥筮筴 筤筥笌筮筩筮筧 筴筨筥 筡筬筴筥筲筮筡筴筩筶筥第
筡筮筤 Q 筴筯 筤筥筮筯筴筥 筴筨筥 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮筳笮 等筮 筯筴筨筥筲 筣筨筡筰筴筥筲筳 筩筮筣筬筵筤筩筮筧 筴筨筩筳 筩筮筴筲筯筤筵筣筴筩筯筮第 筷筥 筵筳筥
H0 筡筮筤 H1 筴筯 筤筩筲筥筣筴筬筹 筤筥筮筯筴筥 筢筯筴筨 筴筨筥 筳筥筴 筯筦 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮筳 筡筮筤 筴筨筥筩筲 筤筥笌筮筩筮筧 筳筴筡筴筥筭筥筮筴笮

答筨筥 筧筥筮筥筲筡筬 筧筯筡筬 筩筮 筡筬筬 筣筨筡筰筴筥筲筳 筯筦 筴筨筩筳 筴筨筥筳筩筳 筩筳 筴筯 筣筨筯筯筳筥 筢筥筴筷筥筥筮 筡 筮筵筬筬 筨筹筰筯筴筨筥筳筩筳
H0 筡筮筤 筡筮 筡筬筴筥筲筮筡筴筩筶筥 H1 筢筡筳筥筤 筯筮 筴筨筥 筯筢筳筥筲筶筡筴筩筯筮筳 x(1), x(2), . . .笮 筂筯筴筨 H1 筡筮筤 H0

筣筡筮 筢筥 筣筯筭筰筯筳筩筴筥第 筭筥筡筮筩筮筧 筴筨筥筹 筭筡筹 筣筯筮筳筩筳筴 筯筦 筭筵筬筴筩筰筬筥 筰筯筳筳筩筢筬筥 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮筳 筲筡筴筨筥筲
筴筨筡筮 筡 筳筩筮筧筬筥第 笌筸筥筤 筯筮筥笮 筆筯筲 筥筸筡筭筰筬筥第 筣筯筮筳筩筤筥筲 筴筥筳筴筩筮筧 筷筨筥筴筨筥筲 筡 筣筯筩筮 筩筳 筦筡筩筲笮 答筨筥 筮筵筬筬
筨筹筰筯筴筨筥筳筩筳 H0 筡筳筳筥筲筴筳 筴筨筡筴 筴筨筥 筣筯筩筮 筩筳 筦筡筩筲第 筭筥筡筮筩筮筧 筴筨筥 筰筲筯筢筡筢筩筬筩筴筹 筯筦 筧筥筴筴筩筮筧 筜筨筥筡筤筳笢
筩筮 筡 筣筯筩筮 筴筯筳筳 筩筳 筥筸筡筣筴筬筹 笰笮笵笮 等筮 筴筨筩筳 筣筡筳筥第 筴筨筥 筮筵筬筬 筭筯筤筥筬 筳筰筡筣筥 筩筳 筳筩筭筰筬筥第 筣筯筲筲筥筳筰筯筮筤筩筮筧
筴筯 筡 筂筥筲筮筯筵筬筬筩 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮 筷筩筴筨 筰筡筲筡筭筥筴筥筲 笰笮笵笮 H0 筩筳 筲筥筦筥筲筲筥筤 筴筯 筡筳 筡 筳筩筭筰筬筥 筨筹筰筯筴筨筥筳筩筳笮
筏筮 筴筨筥 筯筴筨筥筲 筨筡筮筤第 筴筨筥 筡筬筴筥筲筮筡筴筩筶筥 筨筹筰筯筴筨筥筳筩筳 H1 筣筬筡筩筭筳 筴筨筥 筣筯筩筮 筩筳 筮筯筴 筦筡筩筲笮 答筨筩筳
筭筥筡筮筳 筴筨筥 筰筲筯筢筡筢筩筬筩筴筹 筯筦 筧筥筴筴筩筮筧 筜筨筥筡筤筳笢 筣筯筵筬筤 筢筥 筡筮筹 筶筡筬筵筥 筥筸筣筥筰筴 笰笮笵第 筳筰筥筣筩笌筣筡筬筬筹 筡筮筹

笲



Chapter 1. Introduction

筲筥筡筬 筮筵筭筢筥筲 θ ∈ 筛笰, 笰.笵笩∪ 笨笰.笵, 笱筝笮 筓筩筮筣筥 筴筨筩筳 筡筬筬筯筷筳 筦筯筲 筡 筲筡筮筧筥 筯筦 筤筩笋筥筲筥筮筴 筰筲筯筢筡筢筩筬筩筴筩筥筳第
H1 筩筳 筲筥筦筥筲筲筥筤 筴筯 筡筳 筡 筣筯筭筰筯筳筩筴筥 筨筹筰筯筴筨筥筳筩筳笮

答筨筩筳 筩筳 筯筮筥 筯筦 筴筨筥 筭筯筳筴 筣筯筭筭筯筮 筳筥筴筴筩筮筧筳 筴筯筤筡筹笮 筗筨筩筬筥 筷筥 筷筩筬筬 筮筯筴 筣筯筶筥筲 筡筬筬 筣筬筡筳筳筩筣筡筬
筨筹筰筯筴筨筥筳筩筳 筴筥筳筴筩筮筧 筭筥筴筨筯筤筳第 筷筥 筷筩筬筬 筩筮筴筲筯筤筵筣筥 筯筮筥 筯筦 筴筨筥 筭筯筳筴 筷筥筬筬笭筫筮筯筷筮笺 筴筨筥 筰笭筶筡筬筵筥
筭筥筴筨筯筤笮

p-value 筁 p-value 筩筳 筴筨筥 筰筲筯筢筡筢筩筬筩筴筹 筯筦 筯筢筴筡筩筮筩筮筧 筴筥筳筴 筲筥筳筵筬筴筳 筡筴 筬筥筡筳筴 筡筳 筥筸筴筲筥筭筥
筡筳 筴筨筥 筲筥筳筵筬筴 筡筣筴筵筡筬筬筹 筯筢筳筥筲筶筥筤第 筵筮筤筥筲 筴筨筥 筡筳筳筵筭筰筴筩筯筮 筴筨筡筴 筴筨筥 筮筵筬筬 筨筹筰筯筴筨筥筳筩筳 H0 筩筳
筴筲筵筥笮 筍筡筴筨筥筭筡筴筩筣筡筬筬筹第 筡 筳筴筲筩筣筴 筰笭筶筡筬筵筥 筩筳 筡 筲筡筮筤筯筭 筶筡筲筩筡筢筬筥 p 筳筵筣筨 筴筨筡筴 筦筯筲 筡筮筹 筧筩筶筥筮
筳筩筧筮筩笌筣筡筮筣筥 筬筥筶筥筬 α ∈ 筛笰, 笱筝 筡筮筤 筦筯筲 筡筬筬 P0 ∈ H0第

P0笨p ≤ α笩 笽 α.

等筮 筰筲筡筣筴筩筣筥第 筦筯筲 筡 筳筥筴 筯筦 筯筢筳筥筲筶筡筴筩筯筮筳 x(n) 笺笽 x(1), . . . , x(n)第 筷筥 reject H0 筩筦 筴筨筥 筰笭筶筡筬筵筥
筣筯筭筰筵筴筥筤 筦筲筯筭 筴筨筥筳筥 筯筢筳筥筲筶筡筴筩筯筮筳 筩筳 筬筥筳筳 筴筨筡筮 筯筲 筥筱筵筡筬 筴筯 α第 筷筨筩筣筨 筩筳 筣筯筭筭筯筮筬筹 筳筥筴 筡筴
笰笮笰笵笮 筏筴筨筥筲筷筩筳筥第 筷筥 筦筡筩筬 筴筯 筲筥筪筥筣筴 H0笮

答筯 筢筥筴筴筥筲 筵筮筤筥筲筳筴筡筮筤 筴筨筩筳第 筬筥筴 筵筳 筬筯筯筫 筡筴 筡 筣筯筵筰筬筥 筯筦 筣筬筡筳筳筩筣筡筬 筥筸筡筭筰筬筥筳笮

Example 1. [Correct coin toss test] 答筨筩筳 筴筥筳筴 筥筸筡筭筩筮筥筳 筷筨筥筴筨筥筲 筡 筣筯筩筮 筩筳 筦筡筩筲笮 答筨筥
筳筡筭筥 筥筸筡筭筰筬筥 筩筳 筤筩筳筣筵筳筳筥筤 筩筮 筐笓筥筲筥筺笭筏筲筴筩筺笧筳 筐筨筄 筤筩筳筳筥筲筴筡筴筩筯筮 筛笶笹筝笮 筗筥 筴筯筳筳 筴筨筥 筣筯筩筮 n
筴筩筭筥筳第 筡筮筤 筦筲筯筭 筴筨筥筳筥 筯筢筳筥筲筶筡筴筩筯筮筳 x(n) 笽 x(1), . . . , x(n)第 筷筥 筲筥筣筯筲筤 筥筡筣筨 筴筩筭筥 筷筨筥筴筨筥筲
筜筨筥筡筤筳笢 筯筲 筜筴筡筩筬筳笢 筡筰筰筥筡筲筳笮 答筨筥 筥筭筰筩筲筩筣筡筬 筭筥筡筮 筩筳 筤筥笌筮筥筤 筡筳笺

t笨x(n)笩 笽
笱

n
笣{筨筥筡筤筳 筩筮 x(n)}.

答筨筥 筮筵筭筢筥筲 筯筦 筨筥筡筤筳 筦筯筬筬筯筷筳 筡 筢筩筮筯筭筩筡筬 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮第 筡筮筤 筢筹 筴筨筥 筃筥筮筴筲筡筬 筌筩筭筩筴 答筨筥筯筲筥筭
笨筃筌答笩第 筩筦 H0 笨筴筨筥 筣筯筩筮 筩筳 筦筡筩筲笩 筩筳 筴筲筵筥第 t笨X(n)笩 筡筰筰筲筯筸筩筭筡筴筥筬筹 筣筯筭筰筬筩筥筳 筷筩筴筨 筡 筇筡筵筳筳筩筡筮
筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮笮

筓筵筰筰筯筳筥 筷筥 筨筡筶筥 筡筮 筯筢筳筥筲筶筡筴筩筯筮 x(n) 筡筮筤 筧筥筴 t笨x(n)笩 笽 笱/笲 笫 t∗笮 答筨筥筮 筴筨筥 筥筶筥筮筴 筜等筦
筷筥 筷筯筵筬筤 筲筥筰筬筩筣筡筴筥 筴筨筥 筥筸筰筥筲筩筭筥筮筴第 筷筥 筧筥筴 筡 筲筥筳筵筬筴 t笨X(n)笩 筴筨筡筴 筩筳 筡筴 筬筥筡筳筴 筡筳 筥筸筴筲筥筭筥
筡筳 筴筨筥 筲筥筳筵筬筴 筡筣筴筵筡筬筬筹 筯筢筳筥筲筶筥筤笢 筩筳 筧筩筶筥筮 筢筹 t笨X(n)笩 ∈ 笨−∞, 笱/笲 − t∗筝 ∪ 筛笱/笲 笫 t∗,∞笩笮
筎筯筴筥 筴筨筡筴 筮筯筷 X(n) 筲筥筦筥筲筳 筴筯 筜筮筥筷笢 筤筡筴筡第 筷筨筥筲筥筡筳 x(n) 筲筥筦筥筲筳 筴筯 筴筨筥 筡筣筴筵筡筬筬筹 筯筢筳筥筲筶筥筤
筤筡筴筡筼筳筥筥 筴筨筥 筲筥筤 筩筮筴筥筲筶筡筬筳 筩筮 筆筩筧筵筲筥 笱笮笱笮 答筨筥筮 筴筨筥 筰笭筶筡筬筵筥 筣筯筲筲筥筳筰筯筮筤筩筮筧 筴筯 筳筴筡筴筩筳筴筩筣
t笨x(n)笩 筩筳 筤筥笌筮筥筤 筡筳 筴筨筥 筰筲筯筢筡筢筩筬筩筴筹 筴筨筡筴 t笨X(n)笩 筦筡筬筬筳 筷筩筴筨筩筮 筴筨筥 筲筥筤 筩筮筴筥筲筶筡筬筳笮 筆筯筲 筥筡筣筨
筶筡筬筵筥 筯筦 t∗第 筴筨筥筲筥 筩筳 筡 筣筯筲筲筥筳筰筯筮筤筩筮筧 筰笭筶筡筬筵筥笮 等筦 t∗ 笽 笰.笹笸/

√
n第 筴筨筥筮 筴筨筥 筰笭筶筡筬筵筥 筩筳 笰笮笰笵笮

答筨筥 筰笭筶筡筬筵筥 筭筥筴筨筯筤 筷筯筵筬筤 筲筥筪筥筣筴 H0 筩筦 t笨X(n)笩 筦筡筬筬筳 筩筮筳筩筤筥 筴筨筥筳筥 筲筥筤 筩筮筴筥筲筶筡筬筳第
筲筥筳筵筬筴筩筮筧 筩筮 筡 Type-I error 笨筩笮筥笮第 筦筡筬筳筥 筲筥筪筥筣筴筩筯筮 筯筦 H0笩 筧筵筡筲筡筮筴筥筥 筷筩筴筨 筡 筰筲筯筢筡筢筩筬筩筴筹 筯筦
笰笮笰笵笮 答筨筡筴 筩筳

答筹筰筥笭等 筥筲筲筯筲 笺笽 筐筲笨reject H0|H0 is true笩,

筷筨筩筣筨 筥筱筵筡筬筳 笰笮笰笵 筩筮 筴筨筩筳 筥筸筡筭筰筬筥笮 答筨筩筳 筤筥筭筯筮筳筴筲筡筴筥筳 筴筨筥 筶筡筬筩筤筩筴筹 筯筦 筴筨筥 筰笭筶筡筬筵筥 筭筥筴筨筯筤
筩筮 筴筨筩筳 筥筸筡筭筰筬筥第 筡筳 筩筴 筣筯筮筴筲筯筬筳 筴筨筥 答筹筰筥笭等 筥筲筲筯筲 筡筴 筡 筳筩筧筮筩笌筣筡筮筣筥 筬筥筶筥筬 笰笮笰笵笮

Example 2. [Incorrect coin toss test] 等筦 筷筥 筥筸筴筥筮筤 筴筨筥 筰筲筥筶筩筯筵筳 筥筸筡筭筰筬筥 筴筯 筡筮
筯筮筬筩筮筥 筳筴筲筥筡筭筩筮筧 筣筡筳筥第 筴筨筥 筰笭筶筡筬筵筥 筭筥筴筨筯筤 筶筩筯筬筡筴筥筳 筴筨筥 答筹筰筥笭等 筥筲筲筯筲 筣筯筮筴筲筯筬笮 筈筥筲筥第 筷筥
筫筥筥筰 筴筯筳筳筩筮筧 筴筨筥 筣筯筩筮第 筣筯筬筬筥筣筴筩筮筧 筮筥筷 筯筢筳筥筲筶筡筴筩筯筮筳第 筡筮筤 筣筯筭筰筵筴筩筮筧 t笨x(n)笩 筡筴 筥筡筣筨 筳筴筥筰

笳



1.2. Anytime-valid tests: e-value, e-process

0 t1/2 + t*1/2 − t*

p(t)

1/2
Figure 1.1: If the p-value p = 0.05, then t∗ = 0.98/

√
n.

筵筮筴筩筬 t笨x(n)笩 筥筶筥筮筴筵筡筬筬筹 筦筡筬筬筳 筯筵筴筳筩筤筥 筴筨筥 筩筮筴筥筲筶筡筬 筛笱/笲 − 笰.笹笸/
√
n, 笱/笲 笫 笰.笹笸/

√
n筝笮 筄筵筥

筴筯 筴筨筥 筲筡筮筤筯筭筮筥筳筳 筩筮 筳筡筭筰筬筩筮筧第 筥筸筴筲筥筭筥 筶筡筬筵筥筳 筷筩筬筬 筯筣筣筵筲 筥筶筥筮筴筵筡筬筬筹第 筬筥筡筤筩筮筧 筵筳 筴筯
筲筥筪筥筣筴 H0 筥筶筥筮 筩筦 H0 筩筳 筴筲筵筥笮 等筮 筴筨筩筳 筳筣筥筮筡筲筩筯第 筴筨筥 答筹筰筥笭等 筥筲筲筯筲 筢筥筣筯筭筥筳 笱第 筳筨筯筷筩筮筧 筴筨筡筴
筴筨筥 筰笭筶筡筬筵筥 筭筥筴筨筯筤 筩筳 筮筯 筬筯筮筧筥筲 筶筡筬筩筤笮 答筨筩筳 筷筩筬筬 筢筥 筩筬筬筵筳筴筲筡筴筥筤 筩筮 筆筩筧筵筲筥 笱笮笲笮

筗筥 筷筩筬筬 筤筥筭筯筮筳筴筲筡筴筥 筴筨筡筴 筴筨筥 筥笭筶筡筬筵筥 筭筥筴筨筯筤 筲筥筭筡筩筮筳 筶筡筬筩筤 筩筮 筴筨筥 筳筣筥筮筡筲筩筯 筤筥筳筣筲筩筢筥筤
筩筮 筴筨筥 筡筢筯筶筥 筥筸筡筭筰筬筥筳第 筴筯 筢筥 筤筩筳筣筵筳筳筥筤 筩筮 筓筥筣筴筩筯筮 笱笮笲笮 筆筵筲筴筨筥筲筭筯筲筥第 筴筯 筩筬筬筵筳筴筲筡筴筥 筷筨筹
筴筨筥 答筹筰筥笭等 筥筲筲筯筲 筥筸筣筥筥筤筳 α 筩筮 筅筸筡筭筰筬筥 笲第 筷筥 筰筲筯筶筩筤筥 筡 筣筬筥筡筲筥筲 筥筸筰筬筡筮筡筴筩筯筮 筩筮 筴筨筥 筮筥筸筴
筥筸筡筭筰筬筥笮

Example 3. [Multi-stage tests] 筃筯筮筳筩筤筥筲 筴筨筥 筦筯筬筬筯筷筩筮筧 筭筵筬筴筩笭筳筴筡筧筥 筥筸筰筥筲筩筭筥筮筴笮
等筮筩筴筩筡筬筬筹第 筲筥筳筥筡筲筣筨筥筲筳 筣筯筬筬筥筣筴 筡 筤筡筴筡筳筥筴 X(n) 筡筮筤 筣筯筭筰筵筴筥 筴筨筥 筰笭筶筡筬筵筥 p1笮 答筨筥筹 筲筥筪筥筣筴
H0 筩筦 p1 < 笰.笰笵第 筡筮筤 筡筣筣筥筰筴 H0 筩筦 p1 ≥ 笰.笱笮 筈筯筷筥筶筥筲第 筩筦 笰.笰笵 ≤ p1 < 笰.笱第 筴筨筥筹 筤筥筥筭 筴筨筥
筥筶筩筤筥筮筣筥 筩筮筣筯筮筣筬筵筳筩筶筥 筢筵筴 筰筲筯筭筩筳筩筮筧笮 答筨筥筲筥筦筯筲筥第 筴筨筥筹 筣筯筬筬筥筣筴 筡 筮筥筷 筳筡筭筰筬筥 X ′(m) 筡筮筤
筣筯筭筰筵筴筥 筡 筮筥筷 筰笭筶筡筬筵筥 p2 筢筡筳筥筤 筯筮 筪筯筩筮筩筮筧 筤筡筴筡筳筥筴筳 X(n) 筡筮筤 X ′(m)笮 答筨筥筹 筲筥筪筥筣筴 H0

筩筦 p2 ≤ 笰.笰笵第 筯筴筨筥筲筷筩筳筥 筴筨筥筹 筡筣筣筥筰筴 H0笮
筌筥筴 筵筳 筲筥筰筲筥筳筥筮筴 筴筨筥 筥筶筥筮筴 筷筨筥筲筥 笰.笰笵 < p1 < 笰.笱 筡筳 G笮 答筨筥 筴筯筴筡筬 答筹筰筥笭等 筥筲筲筯筲

筥筸筣筥筥筤筳 笰笮笰笵 筢筥筣筡筵筳筥笺

答筹筰筥笭等 筥筲筲筯筲 笽 笰.笰笵 笫 P0笨G笩 · P0笨p2 < 笰.笰笵 | G笩 > 笰.笰笵.

答筨筩筳 筳筨筯筷筳 筴筨筡筴 筴筨筥 筰笭筶筡筬筵筥 筭筥筴筨筯筤 筦筡筩筬筳 筴筯 筣筯筮筴筲筯筬 筴筨筥 答筹筰筥笭等 筥筲筲筯筲 筩筮 筴筨筥 筭筵筬筴筩笭筳筴筡筧筥
筴筥筳筴筩筮筧第 筷筨筩筣筨 筡筬筲筥筡筤筹 筨筡筰筰筥筮筳 筷筨筥筮 筴筨筥筲筥 筡筲筥 筪筵筳筴 笲 筳筴筡筧筥筳笮 等筮 筰筲筡筣筴筩筣筥第 筴筨筥筲筥 筡筲筥
筯筦筴筥筮 筭筵筬筴筩筰筬筥 筳筴筡筧筥筳第 筷筨筩筣筨 筦筵筲筴筨筥筲 筩筮筣筲筥筡筳筥筳 筴筨筥 筯筶筥筲筡筬筬 答筹筰筥笭等 筥筲筲筯筲笮

等筮 筴筨筥 筮筥筸筴 筳筵筢筳筥筣筴筩筯筮第 筷筥 筷筩筬筬 筳筨筯筷 筴筨筡筴 筴筨筥 筥笭筶筡筬筵筥 筭筥筴筨筯筤 筣筯筮筳筩筳筴筥筮筴筬筹 筳筵筣筣筥筥筤筳
筩筮 筴筨筥 筳筣筥筮筡筲筩筯筳 筰筲筥筳筥筮筴筥筤 筩筮 筴筨筥筳筥 筥筸筡筭筰筬筥筳笮 筍筯筲筥 筧筥筮筥筲筡筬筬筹第 筴筨筥 筴筥筳筴 筰筲筯筣筥筳筳 筵筳筩筮筧
筴筨筥 筥笭筶筡筬筵筥 筭筥筴筨筯筤 筣筡筮 筢筥 筨筡筬筴筥筤 筡筴 筡筮筹 筴筩筭筥 筷筩筴筨筯筵筴 筲筥筱筵筩筲筩筮筧 筡 筰筲筥筤筥笌筮筥筤 筳筴筯筰筰筩筮筧
筲筵筬筥第 筯笋筥筲筩筮筧 筧筲筥筡筴筥筲 笍筥筸筩筢筩筬筩筴筹 筣筯筭筰筡筲筥筤 筴筯 筴筲筡筤筩筴筩筯筮筡筬 筭筥筴筨筯筤筳笮

1.2 Anytime-valid tests: e-value, e-process

等筮 筓筥筣筴筩筯筮 笱笮笱第 筷筥 筤筩筳筣筵筳筳筥筤 筡 笍筡筷 筯筦 筴筨筥 筰笭筶筡筬筵筥 筩筮 筳筥筱筵筥筮筴筩筡筬 筴筥筳筴筩筮筧笮 答筨筥 筩筳筳筵筥 筯筦
筳筡筭筰筬筩筮筧 筵筮筴筩筬 筡 筳筩筧筮筩笌筣筡筮筴 筲筥筳筵筬筴 筩筳 筯筢筴筡筩筮筥筤 筨筡筳 筡筣筴筵筡筬筬筹 筢筥筥筮 筤筥筢筡筴筥筤 筢筹 筳筴筡筴筩筳筴筩筣筩筡筮筳
筳筩筮筣筥 筡筴 筬筥筡筳筴 筴筨筥 笱笹笴笰筳笮 筆筥筬筬筥筲 筩筮 笱笹笴笰 筛笳笴筝 筯筢筳筥筲筶筥筤 筴筨筩筳 筩筳筳筵筥 筩筮 筳筴筵筤筩筥筳 筯筦 筥筸筴筲筡笭筳筥筮筳筯筲筹
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Chapter 1. Introduction

筰筥筲筣筥筰筴筩筯筮第 筡筮筤 筁筮筳筣筯筭筢筥 筩筮 笱笹笵笴 筛笴筝 筦筡筭筯筵筳筬筹 筣筡筬筬筥筤 筩筴 筜筳筡筭筰筬筩筮筧 筴筯 筡 筦筯筲筥筧筯筮筥
筣筯筮筣筬筵筳筩筯筮笮笢 筒筯筢筢筩筮筳 筩筮 笱笹笵笲 筛笷笳筝 筡筬筳筯 筰筯筩筮筴筥筤 筯筵筴 筴筨筩筳 筰筲筯筢筬筥筭笮 筈筯筷筥筶筥筲第 筩筴 筷筡筳 筮筯筴
筵筮筴筩筬 笲笰笱笹 筴筨筡筴 筡 筦筵筬筬筹 筧筥筮筥筲筡筬 筦筲筡筭筥筷筯筲筫 筥筭筥筲筧筥筤 筴筯 筡筤筤筲筥筳筳 筩筴笮 等筮 筴筨筡筴 筹筥筡筲第 筦筯筵筲
筰筡筰筥筲筳 筦筲筯筭 筤筩笋筥筲筥筮筴 筲筥筳筥筡筲筣筨 筧筲筯筵筰筳 筷筥筲筥 筰筵筢筬筩筳筨筥筤 筯筮 筡筲筘筩筶第 筬筡筹筩筮筧 筴筨筥 筦筯筵筮筤筡筴筩筯筮
筦筯筲 筷筨筡筴 筷筯筵筬筤 筳筯筯筮 筢筥筣筯筭筥 筫筮筯筷筮 筡筳 筴筨筥 筣筯筮筣筥筰筴 筯筦 筴筨筥 e-value 筛笴笲第 笹笵第 笹笱第 笷笶筝笮 筗筥
筷筩筬筬 筮筯筷 筩筮筴筲筯筤筵筣筥 筴筨筩筳 筧筥筮筥筲筡筬 筦筲筡筭筥筷筯筲筫笮

e-variable, e-value 筃筯筮筳筩筤筥筲 筡 筢筡筴筣筨 筯筦 筤筡筴筡 笨筡 筲筡筮筤筯筭 筶筥筣筴筯筲笩 X第 筷筨筩筣筨 筣筡筮 筢筥
筣筯筬筬筥筣筴筥筤 筳筥筱筵筥筮筴筩筡筬筬筹 筯筲 筡筬筬 筡筴 筯筮筣筥笮 筗筥 筤筥笌筮筥 筡 筮筯筮筮筥筧筡筴筩筶筥 筳筴筡筴筩筳筴筩筣 S笨X笩第 筴筨筡筴 筩筳 筡
筦筵筮筣筴筩筯筮 筯筦 筴筨筥 筯筢筳筥筲筶筥筤 筤筡筴筡笮 筌筥筴 H0 笽 {Pθ 笺 θ ∈ Θ} 筢筥 筴筨筥 筳筥筴 筯筦 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮筳 筦筯筲 X
筤筥笌筮筥筤 筷筩筴筨筩筮 筴筨筥筩筲 筰筡筲筡筭筥筴筥筲 筳筰筡筣筥 Θ笮 等筦 筴筨筥 筳筴筡筴筩筳筴筩筣 S笨X笩 筳筡筴筩筳笌筥筳 筴筨筥 筣筯筮筤筩筴筩筯筮笺

筦筯筲 筡筬筬 P ∈ H0 笺 EP 筛S笨X笩筝 ≤ 笱, 笨笱笮笲笮笱笩

筴筨筥筮 筷筥 筲筥筦筥筲 筴筯 S笨X笩 筡筳 筡筮 e-variable relative to H0笮 答筨筥 筶筡筬筵筥 筯筦 S笨X笩 筣筯筭筰筵筴筥筤
筦筲筯筭 筴筨筥 筯筢筳筥筲筶筥筤 筤筡筴筡 筩筳 筣筡筬筬筥筤 筴筨筥 e-value笮

筓筩筭筩筬筡筲 筴筯 筨筯筷 筷筥 筴筥筳筴 筷筩筴筨 筰笭筶筡筬筵筥筳第 筷筥 笌筲筳筴 筳筥筴 筡 筳筩筧筮筩笌筣筡筮筣筥 筬筥筶筥筬 α ∈ 筛笰, 笱筝 筢筥筦筯筲筥
筣筯筮筤筵筣筴筩筮筧 筡筮 筥笭筶筡筬筵筥笭筢筡筳筥筤 筴筥筳筴笮 筇筩筶筥筮 筡 筳筡筭筰筬筥 X第 筷筥 筣筯筮筳筴筲筵筣筴 筡筮 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥 S笨X笩
筵筳筩筮筧 筴筨筥 筥筮筴筩筲筥 筳筡筭筰筬筥 筡筴 筯筮筣筥第 筡筮筤 筷筥 筲筥筪筥筣筴 H0 筩筦 筡筮筤 筯筮筬筹 筩筦 S笨X笩 ≥ 笱/α笮 答筨筩筳 筩筳
筡筮筡筬筯筧筯筵筳 筴筯 筴筨筥 筴筲筡筤筩筴筩筯筮筡筬 筰笭筶筡筬筵筥 筡筰筰筲筯筡筣筨笮 答筨筩筳 筡筰筰筲筯筡筣筨 筥筮筳筵筲筥筳 筡 答筹筰筥笭等 筥筲筲筯筲
筧筵筡筲筡筮筴筥筥第 筡筳 筣筡筮 筢筥 筥筸筰筬筡筩筮筥筤 筢筹 筍筡筲筫筯筶笧筳 筩筮筥筱筵筡筬筩筴筹笺

答筹筰筥笭等 筥筲筲筯筲 笽 筐筲笨S笨X笩 ≥ 笱/α|H0 is true笩 ≤
筳筵筰
P∈H0

EP 筛S笨X笩筝

笱/α
≤ α.

筈筯筷筥筶筥筲第 筤筡筴筡 筩筳 筳筯筭筥筴筩筭筥筳 筣筯筬筬筥筣筴筥筤 筳筥筱筵筥筮筴筩筡筬筬筹第 筲筥筱筵筩筲筩筮筧 筵筳 筴筯 筭筡筫筥 筤筥筣筩筳筩筯筮筳
筡筴 筡筮筹 筴筩筭筥 筵筳筩筮筧 筴筨筥 筤筡筴筡 筣筯筬筬筥筣筴筥筤 筳筯 筦筡筲笮 筁 筳筰筥筣筩笌筣 筥筸筡筭筰筬筥 筯筦 筴筨筩筳 筩筳 筰筲筯筶筩筤筥筤
筩筮 筅筸筡筭筰筬筥 笲 筡筮筤 筅筸筡筭筰筬筥 笳笮 等筮 筣筯筮筴筲筡筳筴 筴筯 筰笭筶筡筬筵筥 筭筥筴筨筯筤筳第 筴筨筥 筥笭筶筡筬筵筥 筭筥筴筨筯筤
筣筡筮 筡筬筳筯 筢筥 筡筰筰筬筩筥筤 筦筯筲 筴筥筳筴筩筮筧 筷筩筴筨 筡 筤筡筴筡 筳筴筲筥筡筭 筷筨筩筬筥 筭筡筩筮筴筡筩筮筩筮筧 筡 答筹筰筥笭等 筥筲筲筯筲
筧筵筡筲筡筮筴筥筥笮 筗筥 筤筩筶筩筤筥 筴筨筩筳 筳筩筴筵筡筴筩筯筮 筩筮筴筯 筴筷筯 筴筹筰筥筳笺 optional continuation 筡筮筤 optional
stopping笮

Optional continuation 筃筯筮筳筩筤筥筲 筡 筳筴筲筥筡筭 筯筦 筤筡筴筡 筢筡筴筣筨筥筳 X(1), X(2), . . .笮 筗筥
筡筳筳筵筭筥 筴筨筥 X(i) 筡筲筥 筩筮筤筥筰筥筮筤筥筮筴笮 筌筥筴 S笨X(i)笩 筢筥 筡筮 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥 筢筡筳筥筤 筯筮 X(i)笮 答筨筥筮第

筦筯筲 筡筮筹 筰筯筳筩筴筩筶筥 筩筮筴筥筧筥筲 N ∈ N+第 筷筥 筤筥笌筮筥 筴筨筥 筰筲筯筤筵筣筴 S(N) 笺笽
N∏
i=1

S笨X(i)笩第 筷筨筩筣筨

筲筥筭筡筩筮筳 筡筮 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥笮 等筮 筯筴筨筥筲 筷筯筲筤筳第

筦筯筲 筡筬筬 P ∈ H0 笺 EP
[
S(N)

]
≤ 笱, 笨笱笮笲笮笲笩

筷筨筩筣筨 筣筡筮 筢筥 筳筨筯筷筮 筡筳 筦筯筬筬筯筷筳笺 筳筩筮筣筥 S笨X(1)笩, . . . , S笨X(N)笩 筡筲筥 筩筮筤筥筰筥筮筤筥筮筴第 筩筴 筦筯筬筬筯筷筳
筴筨筡筴 筦筯筲 筡筬筬 P ∈ H0第

EP
[
S(N)

]
笽

N∏
i=1

EP
[
S笨X(i)笩

]
≤ 笱.
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1.2. Anytime-valid tests: e-value, e-process

答筨筥筮第 筩筦 筷筥 筲筥筪筥筣筴 H0 筷筨筥筮 S(N) ≥ 笱/α第 筴筨筥 答筹筰筥 等 筥筲筲筯筲 筩筳 筢筯筵筮筤筥筤 筢筹 筬筥筶筥筬 α笮 答筨筩筳
筩筳 筢筥筣筡筵筳筥第 筢筹 筍筡筲筫筯筶笧筳 筩筮筥筱筵筡筬筩筴筹第

答筹筰筥笭等 筥筲筲筯筲 笽 筐筲
(
S(N) ≥ 笱/α

∣∣H0 is true
)
≤

筳筵筰
P∈H0

EP
[
S(N)

]
笱/α

≤ α. 笨笱笮笲笮笳笩

答筨筩筳 筩筮筥筱筵筡筬筩筴筹 筨筯筬筤筳 筦筯筲 筥筶筥筲筹 笌筸筥筤 N 笮 筈筯筷筥筶筥筲第 筡筳 筳筨筯筷筮 筢筹 筇筲筿筵筮筷筡筬筤 筥筴 筡筬 筛笴笲筝第
笨笱笮笲笮笳笩 筳筴筩筬筬 筨筯筬筤筳 筩筦 N 筩筳 筡筮筹 筤筡筴筡 筤筥筰筥筮筤筥筮筴 筳筴筯筰筰筩筮筧 筴筩筭筥笮 筁 筳筴筯筰筰筩筮筧 筴筩筭筥 筩筳 筡
筴筩筭筥 筤筥筴筥筲筭筩筮筥筤 筢筹 筡 筲筵筬筥 筴筨筡筴第 筡筴 筥筡筣筨 筳筴筥筰 N 第 筤筥筣筩筤筥筳筼筢筡筳筥筤 筯筮 筴筨筥 筤筡筴筡 筯筢筳筥筲筶筥筤
筳筯 筦筡筲第 X1, X2, . . . , XN筼筷筨筥筴筨筥筲 筴筯 筳筴筯筰 筯筲 筣筯筮筴筩筮筵筥笮 筆筯筲 筥筸筡筭筰筬筥笺 筜筳筴筯筰 筡筳 筳筯筯筮 筡筳
S(N) ≥ 笱/α笢第 筯筲 筜N 笽 笱笰笢第 筯筲 筜筳筴筯筰 筩筦 X(N) 筣筯筮筴筡筩筮筳 笰笢笮 筆筯筲 筡 筦筯筲筭筡筬 筤筥笌筮筩筴筩筯筮 筯筦
筳筴筯筰筰筩筮筧 筴筩筭筥第 筷筥 筲筥筦筥筲 筴筯 筒筡筭筤筡筳 筥筴 筡筬笮 筛笷笱筝笮

等筮 筭筯筲筥 筤筥筴筡筩筬第 筇筲筿筵筮筷筡筬筤 筥筴 筡筬 筛笴笲筝 筳筨筯筷 筴筨筡筴 S(1), S(2), . . . 筩筳 筡 test supermartingale 筛笷笷筝第
筷筨筩筣筨 筩筳 筡 筮筯筮筮筥筧筡筴筩筶筥 筳筵筰筥筲筭筡筲筴筩筮筧筡筬筥 筷筩筴筨 EP 筛S(1)筝 ≤ 笱笮 答筨筩筳 筩筭筰筬筩筥筳 笨笱笮笲笮笳笩 筡筮筤
筡筬筳筯 筩筭筰筬筩筥筳 筴筨筡筴 策筩筬筬筥笧筳 筩筮筥筱筵筡筬筩筴筹 筛笹笰筝 筨筯筬筤筳第 筴筨筥筮 筦筵筲筴筨筥筲 筩筭筰筬筩筥筳第 筦筯筲 筡筬筬 P ∈ H0第 筷筥
筨筡筶筥

答筹筰筥笭等 筥筲筲筯筲 ≤ 筐筲

(
筳筵筰

N :N>0
S(N) ≥ 笱/α

∣∣H0 is true

)
(∗)
≤ EP 筛S(1)筝

笱/α
≤ α, 笨笱笮笲笮笴笩

筷筨筥筲筥 笨∗笩 筦筯筬筬筯筷筳 筦筲筯筭 策筩筬筬筥笧筳 筩筮筥筱筵筡筬筩筴筹笮 筗筥 筳筡筹 筴筨筡筴 筴筨筥 筥笭筶筡筬筵筥 筭筥筴筨筯筤 筰筲筥筳筥筲筶筥筳
答筹筰筥笭等 筥筲筲筯筲 筧筵筡筲筡筮筴筥筥筳 筵筮筤筥筲 optional continuation笮

Optional stopping 筎筯筷 筳筵筰筰筯筳筥 筥筡筣筨 X(i) 筩筳 筡 筳筩筮筧筬筥 笨筪筵筳筴 筯筮筥笩 筤筡筴筡 筰筯筩筮筴 筡筮筤 筷筥
筨筡筶筥 筡筮 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥 S笨X(i)笩 筦筯筲 筥筡筣筨 筰筯筩筮筴 X(i)笮 筂筵筴 筮筯筷 筢筹 笨笱笮笲笮笴笩第 筷筥 筣筡筮 筤筯 筯筰筴筩筯筮筡筬
筳筴筯筰筰筩筮筧 笭 筳筴筯筰 筡筴 筡筮筹 筰筯筩筮筴 筷筥 筬筩筫筥第 筡筮筤 筳筴筩筬筬 筰筲筥筳筥筲筶筥 答筹筰筥笭等 筥筲筲筯筲 筧筵筡筲筡筮筴筥筥筳笮

e-process 筓筯 筦筡筲第 筷筥 筨筡筶筥 筡筳筳筵筭筥筤 筴筨筡筴 筴筨筥 筤筡筴筡 筳筴筲筥筡筭 X(1), X(2), . . . 筩筳 筣筯筭筰筯筳筥筤
筯筦 筩筮筤筥筰筥筮筤筥筮筴 筯筢筳筥筲筶筡筴筩筯筮筳第 筷筨筩筣筨 筡筬筳筯 筬筥筤 筴筯 筴筨筥 筩筮筤筥筰筥筮筤筥筮筣筥 筯筦 S笨X(1)笩, S笨X(2)笩, . . .
筢筹 筣筯筮筳筴筲筵筣筴筩筯筮笮 筈筯筷筥筶筥筲第 筩筮 筰筲筡筣筴筩筣筥第 筴筨筥筹 筣筡筮 筢筥 筤筥筰筥筮筤筥筮筴笮 等筮 筴筨筩筳 筴筨筥筳筩筳第 筴筨筥 X(i)

筩筮 筴筨筥 筤筡筴筡 筳筴筲筥筡筭筳 筣筯筮筳筩筤筥筲筥筤 筷筩筬筬 筡筬筷筡筹筳 筢筥 筩筮筤筥筰筥筮筤筥筮筴第 筢筵筴 筷筥 筭筡筹 筵筳筥 筤筩笋筥筲筥筮筴
筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳 S(i) 筴筨筡筴 筣筯筵筬筤 筢筥 筤筥筰筥筮筤筥筮筴笮 筗筥 筤筩筲筥筣筴筬筹 筤筥笌筮筥 筡 筳筴筯筣筨筡筳筴筩筣 筰筲筯筣筥筳筳
S(1), S(2), . . .第 筷筩筴筨 S(i) 筡 筮筯筮筮筥筧筡筴筩筶筥 筳筴筡筴筩筳筴筩筣 筯筦 X(1), . . . , X(i)第 筳筡筴筩筳筦筹筩筮筧

筦筯筲 筡筬筬 P ∈ H0 笺 筳筵筰
N∈T

EP
[
S(N)

]
≤ 笱, 笨笱笮笲笮笵笩

筷筨筥筲筥 T 筩筳 筴筨筥 筳筥筴 筯筦 筡筬筬 筶筡筬筩筤 筳筴筯筰筰筩筮筧 筴筩筭筥筳笮 筗筥 筣筡筬筬 筳筵筣筨 筡 筰筲筯筣筥筳筳 筡筮 e-process笮
筒筡筭筤筡筳 筥筴 筡筬笮 筛笷笲筝 筳筨筯筷 筴筨筡筴 筩筦 筡 筳筴筯筣筨筡筳筴筩筣 筰筲筯筣筥筳筳 S(1), S(2), . . . 筩筳 筡筮 筥笭筰筲筯筣筥筳筳第

筴筨筥筮 筦筯筲 筡筬筬 P ∈ H0第 筴筨筥筲筥 筩筳 筡 筴筥筳筴 筭筡筲筴筩筮筧筡筬筥 M
(1)
P ,M

(2)
P , . . . 筳筵筣筨 筴筨筡筴 S(i) ≤ M

(i)
P

筨筯筬筤筳 筦筯筲 筥筶筥筲筹 i > 笰笮 答筨筥筲筥筦筯筲筥第 筡筮 筥笭筰筲筯筣筥筳筳 筥筮筳筵筲筥筳 筴筨筡筴 筴筨筥 答筹筰筥笭等 筥筲筲筯筲 筲筥筭筡筩筮筳
筢筯筵筮筤筥筤第 筷筨筩筣筨 筩筳 筤筥筲筩筶筥筤 筢筹 策筩筬筬筥笧筳 筩筮筥筱筵筡筬筩筴筹 筡筧筡筩筮第 筡筳 筩筮 笨笱笮笲笮笴笩笮

筌筥筴 筵筳 筲筵筮 筡 筳筩筭筰筬筥 筳筩筭筵筬筡筴筩筯筮 筣筯筭筰筡筲筩筮筧 筡筮 筥笭筰筲筯筣筥筳筳 筷筩筴筨 筴筨筥 筴筲筡筤筩筴筩筯筮筡筬 筰笭筶筡筬筵筥
筭筥筴筨筯筤第 筡筳 筩筬筬筵筳筴筲筡筴筥筤 筩筮 筅筸筡筭筰筬筥 笲笮 答筨筥 筲筥筳筵筬筴筳 筯筦 筴筨筩筳 筳筩筭筵筬筡筴筩筯筮 筡筲筥 筳筨筯筷筮 筩筮
筆筩筧筵筲筥 笱笮笲笮 等筮 筴筨筩筳 筥筸筡筭筰筬筥第 筴筨筥 筰笭筶筡筬筵筥 筭筥筴筨筯筤 筦筡筩筬筳 筴筯 筭筡筩筮筴筡筩筮 筴筨筥 答筹筰筥笭等 筥筲筲筯筲
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Figure 1.2: A toy simulation for Example 2 is conducted. Similar simulations are also
presented by Ly et al. [65] and Turner et al. [88]. In this setup, samples are drawn from

a Bernoulli(1/2) distribution. We define S(i) :=
p0.9(X(i))

p0.5(X(i))
, where p0.9(X(i)) denotes the

probability mass function (pmf) of a Bernoulli(0.9) distribution. S(i) is an e-variable because
it can easily be checked that it complies with (1.2.1). We obtain a new observation at each

time step, then calculate the p-value p(t(X(t))) and e-value S(t) :=
t∏

i=1

S(i) at time t using

the first t samples observed. This process continues until all samples are examined. If, at
any time t ∈ {1, 2, . . . , 300}, p(t(X(t))) ≤ 0.05, we reject H0; similarly, we reject H0 based on

the e-value if there exists a time t′ ∈ {1, 2, . . . , 300} such that S(t′) ≥ 20. This simulation is
repeated 3000 times, and we compute the rejection rates for both the p-value and e-value.
This simulation shows that the Type-I error of sequentially testing S(t) ≥ 1

0.05
remains forever

below 0.05, whereas the Type-I error of sequentially using the p(t(X(t))) ≤ 0.05 violates the
level 0.05.

笷



1.3. Preliminary knowledge: RIPr and e-power

筧筵筡筲筡筮筴筥筥第 筷筨筩筬筥 筴筨筥 筥笭筰筲筯筣筥筳筳 筭筥筴筨筯筤 筳筵筣筣筥筳筳筦筵筬筬筹 筣筯筮筴筲筯筬筳 筴筨筥 答筹筰筥笭等 筥筲筲筯筲 筲筡筴筥 筡筳
筥筸筰筥筣筴筥筤笮 答筨筩筳 筤筥筭筯筮筳筴筲筡筴筥筳 筴筨筥 筲筯筢筵筳筴筮筥筳筳 筯筦 筴筨筥 筥笭筰筲筯筣筥筳筳 筡筰筰筲筯筡筣筨 筩筮 筣筯筮筴筲筡筳筴 筴筯
筴筨筥 筰笭筶筡筬筵筥 筭筥筴筨筯筤第 筷筨筩筣筨 筣筡筮 筢筥 筰筲筯筮筥 筴筯 筩筮笍筡筴筩筯筮 筯筦 答筹筰筥笭等 筥筲筲筯筲 筩筮 筣筥筲筴筡筩筮 筳筣筥筮筡筲筩筯筳笮

等筮 筴筨筩筳 筴筨筥筳筩筳第 筷筥 筲筥筬筹 筯筮 筶筡筲筩筯筵筳 筰筩筥筣筥筳 筯筦 筰筲筥筬筩筭筩筮筡筲筹 筫筮筯筷筬筥筤筧筥第 筴筨筯筵筧筨 筴筨筥筹 筭筡筹
筮筯筴 筢筥 筥筸筰筬筩筣筩筴筬筹 筭筥筮筴筩筯筮筥筤 筩筮 筥筡筣筨 筣筯筲筲筥筳筰筯筮筤筩筮筧 筣筨筡筰筴筥筲笮 答筨筥筲筥筦筯筲筥第 筷筥 筨筡筶筥 筩筮筣筬筵筤筥筤
筥筳筳筥筮筴筩筡筬 筰筲筥筬筩筭筩筮筡筲筹 筫筮筯筷筬筥筤筧筥 筩筮 筴筨筥 筦筯筬筬筯筷筩筮筧 筳筵筢筳筥筣筴筩筯筮筳笮

1.3 Preliminary knowledge: RIPr and e-power

RIPr 筓筵筰筰筯筳筥 筷筥 筨筡筶筥 筡 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮 Q 筡筮筤 筡 筳筥筴 筯筦 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮筳 P笮 答筨筥 筧筯筡筬 筩筳
筴筯 笌筮筤 筴筨筥 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮 筩筮 P 筴筨筡筴 筩筳 筠筣筬筯筳筥筳筴笧 筴筯 Q笮 筏筮筥 筣筯筭筭筯筮 筷筡筹 筴筯 筭筥筡筳筵筲筥 筴筨筥
筤筩筶筥筲筧筥筮筣筥 筢筥筴筷筥筥筮 筴筷筯 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮筳 筩筳 筢筹 筵筳筩筮筧 筋筵筬筬筢筡筣筫笭筌筥筩筢筬筥筲 笨筋筌笩 筄筩筶筥筲筧筥筮筣筥第
筤筥筮筯筴筥筤 筡筳 D笨Q∥P 笩第 筷筨筩筣筨 筩筳 筤筥笌筮筥筤 筡筳笺

D笨Q∥P 笩 笺笽 EX∼Q

[
筬筯筧

q笨X笩

p笨X笩

]
,

筷筨筥筲筥 q笨X笩 筡筮筤 p笨X笩 筡筲筥 筴筨筥 筰筲筯筢筡筢筩筬筩筴筹 筤筥筮筳筩筴筩筥筳 筯筦 Q 筡筮筤 P 第 筲筥筳筰筥筣筴筩筶筥筬筹笮

筗筥 筤筥笌筮筥 W笨P笩 筴筯 筢筥 筴筨筥 筃筨筯筱筵筥筴 筣筯筮筶筥筸 筨筵筬筬 筯筦 P笮 答筨筩筳 筭筥筡筮筳 筴筨筡筴 W笨P笩 筩筳 筡
筣筯筮筶筥筸 筳筥筴第 筡筮筤 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮 PW ∈ W笨P笩第 筩筦 筡筮筤 筯筮筬筹 筯筦 筴筨筥筲筥 筩筳 筡 筰筲筯筰筥筲 筰筲筩筯筲 W 筯筮
P 筳筵筣筨 筴筨筡筴笺

pW 笨X笩 笽

∫
p笨X笩dW 笨p笩.

等筴 筩筳 筣筬筥筡筲 筴筨筡筴 P ⊆ W笨P笩 筢筥筣筡筵筳筥第 筦筯筲 筡筮筹 P ∈ P第 筷筥 筣筡筮 筰筬筡筣筥 筡筬筬 筴筨筥 筰筲筩筯筲 筭筡筳筳 筯筮
P 笮 筗筥 筤筥笌筮筥 P ∗第 筴筨筥 Reverse Information Projection 笨筒等筐筲笩 筯筦 Q 筯筮筴筯 P 筛笶笰筝第 筛笲笷筝第 筡筳
筴筨筥 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮 筩筮 W笨P笩 筴筨筡筴 筭筩筮筩筭筩筺筥筳 筴筨筥 筋筌笭筤筩筶筥筲筧筥筮筣筥 筦筲筯筭 Q 筴筯 W笨P笩笮 答筨筩筳
筭筥筡筮筳 筴筨筡筴第 筩筦 筴筨筥 筭筩筮筩筭筵筭 筩筮 W笨P笩 筣筡筮 筢筥 筡筴筴筡筩筮筥筤第 P ∗ 筩筳 筴筨筥 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮 筴筨筡筴 筩筳
筠筣筬筯筳筥筳筴笧 筴筯 Q 筩筮 筴筨筥 筋筌笭筤筩筶筥筲筧筥筮筣筥 筳筥筮筳筥笺

P ∗ 笽 筡筲筧 筭筩筮
P∈W(P)

D笨Q∥P 笩. 笨笱笮笳笮笱笩

等筮 筯筵筲 筳筩筭筰筬筩笌筥筤 筩筮筴筲筯筤筵筣筴筯筲筹 筳筴筡筴筥筭筥筮筴 筨筥筲筥第 筴筨筥 筒等筐筲 筩筳 筵筮筤筥笌筮筥筤 筩筦 筴筨筥筲筥 筩筳 筮筯
筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮 筩筮 W笨P笩 筴筨筡筴 筭筩筮筩筭筩筺筥筳 筴筨筥 筋筌 筤筩筶筥筲筧筥筮筣筥笮 筈筯筷筥筶筥筲第 筴筨筥 筒等筐筲 筣筡筮 筢筥
筤筥笌筮筥筤 筦筯筲 筳筵筣筨 筣筡筳筥筳 筡筳 筷筥筬筬 笭 筳筥筥 筛笴笲筝第 筛笴笳筝 筡筮筤 筛笵笸筝笮

e-power 等筮 筴筲筡筤筩筴筩筯筮筡筬 筨筹筰筯筴筨筥筳筩筳 筴筥筳筴筩筮筧 筷筩筴筨 筡 筰笭筶筡筬筵筥第 筷筥 筵筳筥 筴筨筥 筴筥筲筭 筠筰筯筷筥筲笧 筴筯
筤筥筳筣筲筩筢筥 筴筨筥 筰筲筯筢筡筢筩筬筩筴筹 筴筨筡筴 筡 筴筥筳筴 筲筥筪筥筣筴筳 筴筨筥 筮筵筬筬 筨筹筰筯筴筨筥筳筩筳 H0 筷筨筥筮 筴筨筥 筡筬筴筥筲筮筡筴筩筶筥
筨筹筰筯筴筨筥筳筩筳 H1 筩筳 筴筲筵筥笮 筓筩筭筩筬筡筲筬筹第 筩筮 筴筨筥 筣筯筮筴筥筸筴 筯筦 筥笭筶筡筬筵筥筳第 筷筥 筡筩筭 筴筯 筭筥筡筳筵筲筥 筡 筴筥筳筴笧筳
筥笋筥筣筴筩筶筥筮筥筳筳 筴筨筲筯筵筧筨 筡 筣筯筮筣筥筰筴 筣筡筬筬筥筤 筠筥笭筰筯筷筥筲笧笮 答筨筥 e-power 筯筦 筡筮 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥 S 笽 S笨X笩
筢筡筳筥筤 筯筮 筡 筤筡筴筡 X 筡筮筤 筡筬筴筥筲筮筡筴筩筶筥 H1 笽 {Q} 筩筳 筤筥笌筮筥筤 筡筳 筴筨筥 筥筸筰筥筣筴筥筤 筬筯筧筡筲筩筴筨筭 筯筦
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S 筵筮筤筥筲 筴筨筥 筡筬筴筥筲筮筡筴筩筶筥 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮 Q笺

EX∼Q筛筬筯筧S笨X笩筝 笺笽

∫
筬筯筧S笨x笩 dQ笨x笩,

筡筳 筩筮筴筲筯筤筵筣筥筤 筢筹 筛笴笲筝 筡筮筤 筛笹笲筝笮

筌筥筴 H1 笽 {Q} 筡筮筤 H0 笽 P笮 筇筲筿筵筮筷筡筬筤 筥筴 筡筬笮 筛笴笲筝 筰筲筯筶筥 筴筨筡筴 Srip 笽 q(X)
p∗(X) 筩筳 筡筮

筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥第 筷筨筥筲筥 P ∗ 筩筳 筳筰筥筣筩笌筥筤 筡筳 筩筮 笨笱笮笳笮笱笩笮 答筨筥筹 筡筬筳筯 筤筥筭筯筮筳筴筲筡筴筥 筴筨筡筴 筡筭筯筮筧 筡筬筬
筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳 筦筯筲 H0第 筴筨筥 筒等筐筲 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥 Srip 筹筩筥筬筤筳 筴筨筥 筨筩筧筨筥筳筴 筥笭筰筯筷筥筲 筲筥筬筡筴筩筶筥 筴筯 筴筨筥
筡筬筴筥筲筮筡筴筩筶筥 H1 筡筮筤 筴筨筥 筮筵筬筬 H0笮

等筮 筰笭筶筡筬筵筥 筴筥筳筴筩筮筧第 筲筥筪筥筣筴筩筮筧 H0 筲筥筱筵筩筲筥筳 筡 筳筭筡筬筬 筰笭筶筡筬筵筥第 筢筵筴 筩筮 筴筨筥 筥笭筶筡筬筵筥 筦筲筡筭筥筷筯筲筫第
H0 筩筳 筲筥筪筥筣筴筥筤 筷筨筥筮 S > 笱/α笮 答筨筥筲筥筦筯筲筥第 筩筦 H1 筩筳 筴筲筵筥第 筷筥 筷筡筮筴 S 筴筯 筢筥 筡筳 筬筡筲筧筥 筡筳
筰筯筳筳筩筢筬筥笮 答筨筥 筥笭筰筯筷筥筲 筣筡筰筴筵筲筥筳 筴筨筩筳 筢筹 筭筥筡筳筵筲筩筮筧 筴筨筥 筳筴筲筥筮筧筴筨 筯筦 S 筩筮 筰筲筯筶筩筤筩筮筧
筥筶筩筤筥筮筣筥 筡筧筡筩筮筳筴 H0笮

1.4 Preliminary knowledge: Exponential family

答筨筥 筰筲筯筢筡筢筩筬筩筴筹 筤筥筮筳筩筴筹 筦筵筮筣筴筩筯筮 笨筰筤筦笩 筯筦 筴筨筥 筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮 筩筳 筷筥筬筬笭筫筮筯筷筮
筡筮筤 筣筡筮 筢筥 筥筸筰筲筥筳筳筥筤 筡筳笺

pλ笨x笩 笽 λeλx, x ∈ 筛笰,∞笩, λ ∈ 笨笰,∞笩, 笨笱笮笴笮笱笩

筷筨筥筲筥 x 筲筥筰筲筥筳筥筮筴筳 筴筨筥 筤筡筴筡第 筡筮筤 λ 筩筳 筴筨筥 筲筡筴筥 筰筡筲筡筭筥筴筥筲笮 等筮筴筥筲筥筳筴筩筮筧筬筹第 筭筡筮筹 筯筴筨筥筲
筦筡筭筩筬筩筥筳第 筳筵筣筨 筡筳 筴筨筥 筇筡筵筳筳筩筡筮第 筐筯筩筳筳筯筮 筡筮筤 筂筥筴筡 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮筳第 筣筡筮 筢筥 筷筲筩筴筴筥筮 筩筮 筡
筳筩筭筩筬筡筲 筦筯筲筭 筴筯 筴筨筥 筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮笮 答筨筥筳筥 筴筹筰筥筳 筯筦 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮筳 筡筲筥 筰筡筲筴 筯筦 筡
筢筲筯筡筤筥筲 筣筬筡筳筳 筫筮筯筷筮 筡筳 exponential families笮 筗筥 筷筩筬筬 筮筯筷 筥筸筰筬筡筩筮 筴筨筩筳 筣筯筮筣筥筰筴 筩筮 筭筯筲筥
筤筥筴筡筩筬笮

Definition of exponential family 筃筯筮筳筩筤筥筲 筡 筳筥筴 筯筦 筰筲筯筢筡筢筩筬筩筴筹 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮筳
P ∈ {Pθ 笺 θ ∈ Θ} 筦筯筲 筤筡筴筡 U 第 筷筨筥筲筥 Θ 筩筳 筴筨筥 筰筡筲筡筭筥筴筥筲 筳筰筡筣筥 筯筦 P笮 等筦 筴筨筥筲筥 筥筸筩筳筴筳
筡 筲筥笭筰筡筲筡筭筥筴筲筩筺筡筴筩筯筮 P 笽 {Pβ 笺 β ∈ B} 筷筩筴筨 B ⊂ Rd 筦筯筲 筳筯筭筥 d ∈ N+第 筡筮筤 筡 筲筡筮筤筯筭
筶筥筣筴筯筲 X 筴筨筡筴 筩筳 筡 筦筵筮筣筴筩筯筮 筯筦 U 筡筮筤 筴筨筥 筰筲筯筢筡筢筩筬筩筴筹 筤筥筮筳筩筴筹 笨筯筲 筭筡筳筳笩 筦筵筮筣筴筩筯筮筳 筣筡筮
筢筥 筷筲筩筴筴筥筮 筡筳笺

pβ笨U笩 笽
笱

Z笨β笩
筥筸筰

(
β⊤X

)
, 笨笱笮笴笮笲笩

筷筨筥筲筥 Z笨β笩 筩筳 筡 筮筯筲筭筡筬筩筺筩筮筧 筦筡筣筴筯筲第 筴筨筥筮 P 筩筳 筣筡筬筬筥筤 筡筮 筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬 筦筡筭筩筬筹笮 筗筥 筣筡筬筬
X 筴筨筥 sufficient statistic 筦筯筲 β第 筷筨筩筣筨 筣筡筮 筢筥 筶筥筲筩笌筥筤 筥筡筳筩筬筹 筵筳筩筮筧 筴筨筥 Fisher–Neyman
factorization theorem笮 β 筩筳 筴筨筥 natural 筯筲 canonical parameter 筯筦 筴筨筥 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮笮 笨筎筯筴筥
筴筨筡筴 筩筮 筃筨筡筰筴筥筲 笴第 筷筥 筵筳筥 λ 筦筯筲 筴筨筥 筣筡筮筯筮筩筣筡筬 筰筡筲筡筭筥筴筥筲第 筷筨筥筲筥筡筳 筩筮 筃筨筡筰筴筥筲 笵第 筷筥 筵筳筥
θ笮笩 筗筨筥筮 筴筨筥 筦筵筮筣筴筩筯筮筳 X 筡筮筤 β 笺笽 β笨θ笩 筡筲筥 笌筸筥筤第 筴筨筥筹 筤筥笌筮筥 筡 筳筰筥筣筩笌筣 筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬
筦筡筭筩筬筹笮 筓筯筭筥 筰筥筯筰筬筥 筰筲筥筦筥筲 筴筯 筷筲筩筴筥 筴筨筥 筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬 筦筡筭筩筬筹 筦筯筲筭 筡筳笺

pβ笨U笩 笽
笱

Z笨β笩
筥筸筰

(
β⊤X

)
h笨U笩,

笹



1.5. Outline

筷筨筥筲筥 h笨U笩 筩筳 筣筡筬筬筥筤 筴筨筥 carrier function笮 筈筯筷筥筶筥筲第 筴筨筩筳 筩筳 筥筳筳筥筮筴筩筡筬筬筹 筴筨筥 筳筡筭筥 筡筳 筴筨筥
筰筲筥筶筩筯筵筳 筦筯筲筭 筳筩筮筣筥 筩筴 筣筡筮 筢筥 筲筥筷筲筩筴筴筥筮 筡筳笺

pβ笨U笩 笽
笱

Z笨β笩
筥筸筰

(
β′⊤X ′

)
,

筷筨筥筲筥 β′ 笽 笨β⊤, 笱笩⊤ 筡筮筤 X ′ 笽 笨X⊤, 筬筯筧 h笨U笩笩⊤笮
答筨筩筳 筲筥笭筰筡筲筡筭筥筴筲筩筺筡筴筩筯筮 筨筩筧筨筬筩筧筨筴筳 筨筯筷 筶筡筲筩筯筵筳 筦筡筭筩筬筩筡筲 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮筳 筣筡筮 筢筥 筵筮筩笌筥筤

筵筮筤筥筲 筴筨筥 筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬 筦筡筭筩筬筹 筦筲筡筭筥筷筯筲筫笮 筗筥 筥筸筰筬筡筩筮 筩筴 筵筳筩筮筧 筴筨筥 筇筡筵筳筳筩筡筮 筥筸筡筭筰筬筥笮

Gaussians are an exponential family 筆筯筲 筳筩筭筰筬筩筣筩筴筹第 筷筥 筯筮筬筹 筳筨筯筷 筴筨筥 筯筮筥笭筤筩筭筥筮筳筩筯筮筡筬
筣筡筳筥 筨筥筲筥笮 等筮 筴筨筩筳 筥筸筡筭筰筬筥第 筴筨筥 筳筴筡筮筤筡筲筤 筰筡筲筡筭筥筴筥筲筩筺筡筴筩筯筮 筷筯筵筬筤 筢筥 θ 笽 笨µ, σ2笩 筡筮筤
Θ 笽 R× R+笮 答筨筥 筰筤筦 筯筦 筡 筇筡筵筳筳筩筡筮 筣筡筮 筢筥 筷筲筩筴筴筥筮 筡筳

pµ,σ2笨u笩 笽
笱√

笲πσ2
筥筸筰

(
− 笱

笲σ2
笨u− µ笩2

)
笽 筥筸筰

(
− 笱

笲σ2
u2 笫

µ

σ2
u− 笱

笲σ2
µ2 − 筬筯筧 σ − 笱

笲
筬筯筧笨笲π笩

)
笽 筥筸筰

(
β⊤x− 筬筯筧Z笨β笩

)
,

筷筨筥筲筥 筴筨筥 筬筡筳筴 筥筱筵筡筬筩筴筹 筨筯筬筤筳 筩筦 筷筥 筬筥筴 β 笽 笨 µσ2 ,− 1
2σ2 笩⊤第 x 笽 笨u, u2笩⊤ 筡筮筤 筬筯筧Z笨β笩 笽

筬筯筧
∫

筥筸筰
(
β⊤x

)
dx 笽 1

2σ2µ
2 笫 筬筯筧 σ 笫 1

2 筬筯筧笨笲π笩笮

等筮 筴筨筩筳 筳筥筣筴筩筯筮第 筷筥 筩筮筴筲筯筤筵筣筥筤 筴筨筥 筢筡筳筩筣 筣筯筮筣筥筰筴 筯筦 筴筨筥 筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬 筦筡筭筩筬筹笮 筈筯筷筥筶筥筲第
筴筨筲筯筵筧筨筯筵筴 筴筨筩筳 筤筩筳筳筥筲筴筡筴筩筯筮第 筭筯筲筥 筡筤筶筡筮筣筥筤 筫筮筯筷筬筥筤筧筥 筡筢筯筵筴 筴筨筥 筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬 筦筡筭筩筬筹
筩筳 筦筲筥筱筵筥筮筴筬筹 筵筳筥筤第 筴筨筯筵筧筨 筮筯筴 筥筸筰筬筩筣筩筴筬筹 筥筸筰筬筡筩筮筥筤 筩筮 筴筨筥 筣筯筲筲筥筳筰筯筮筤筩筮筧 筣筨筡筰筴筥筲筳笮 筗筥
筨筡筶筥 筰筬筡筣筥筤 筴筨筥筳筥 筭筯筲筥 筴筥筣筨筮筩筣筡筬 筤筥筴筡筩筬筳 筩筮 筁筰筰筥筮筤筩筸 笱笮筁笮

1.5 Outline

筗筥 筰筲筯筶筩筤筥 筡 筢筲筩筥筦 筯筶筥筲筶筩筥筷 筯筦 筴筨筥 筣筯筮筴筥筮筴 筯筦 筥筡筣筨 筣筨筡筰筴筥筲 筩筮 筴筨筥 筦筯筬筬筯筷筩筮筧 筳筵筢筳筥筣筴筩筯筮筳笮
筅筡筣筨 筣筨筡筰筴筥筲 筲筥筰筯筲筴筳 筯筵筲 筲筥筳筥筡筲筣筨 筯筮 筶筡筲筩筯筵筳 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳 筦筯筲 筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬 筦筡筭筩筬筹 筮筵筬筬
筨筹筰筯筴筨筥筳筩筳 筡筮筤笯筯筲 筡筬筴筥筲筮筡筴筩筶筥 筨筹筰筯筴筨筥筳筩筳第 筡筤筤筲筥筳筳筩筮筧 筤筩笋筥筲筥筮筴 筰筲筯筢筬筥筭筳笮 筁筤筤筩筴筩筯筮筡筬筬筹第
筃筨筡筰筴筥筲 笵 筩筮筴筲筯筤筵筣筥筳 筡 筮筯筶筥筬 筣筯筮筣筥筮筴筲筡筴筩筯筮 筩筮筥筱筵筡筬筩筴筹 筦筯筲 筭筵筬筴筩筶筡筲筩筡筴筥 筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬
筦筡筭筩筬筩筥筳笮

Chapter 2: Conditions for the existence of simple e-variable

等筮 筭筡筮筹 筡筣筡筤筥筭筩筣 笌筥筬筤筳第 筳筵筣筨 筡筳 筳筯筣筩筡筬 筳筣筩筥筮筣筥筳第 筢筩筯筬筯筧筹第 筡筮筤 筰筨筹筳筩筣筳第 筲筥筳筥筡筲筣筨筥筲筳 筯筦筴筥筮
筡筩筭 筴筯 筩筮筦筥筲 筴筨筥 筵筮筤筥筲筬筹筩筮筧 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮 筯筦 筤筡筴筡笮 答筯 筤筯 筴筨筩筳第 筴筨筥筹 筭筡筹 筡筳筳筵筭筥 筡 筳筰筥筣筩笌筣
筭筯筤筥筬 筳筴筲筵筣筴筵筲筥笮 筆筯筲 筥筸筡筭筰筬筥第 筴筨筥筹 筭筩筧筨筴 筨筹筰筯筴筨筥筳筩筺筥 筴筨筡筴 筴筨筥 筤筡筴筡 筦筯筬筬筯筷 筡 筢筩筮筯筭筩筡筬
筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮第 筴筨筥筮 筥筳筴筩筭筡筴筥 筴筨筥 筰筡筲筡筭筥筴筥筲筳 筴筨筡筴 筢筥筳筴 笌筴 筴筨筥 筤筡筴筡笮 筈筯筷筥筶筥筲第 筴筨筥 筤筡筴筡
筭筡筹 筣筯筭筥 筦筲筯筭 筡 筤筩笋筥筲筥筮筴 筳筥筴 筯筦 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮筳第 筳筵筣筨 筡筳 筡 筳筥筴 筯筦 筮筥筧筡筴筩筶筥 筢筩筮筯筭筩筡筬
筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮笮 等筮 筭筡筴筨筥筭筡筴筩筣筳第 筡 筣筯筲筲筥筣筴 筡筳筳筵筭筰筴筩筯筮 筩筳 筲筥筦筥筲筲筥筤 筴筯 筡筳 筡 筷筥筬筬笭筳筰筥筣筩笌筥筤

笱笰



Chapter 1. Introduction

筭筯筤筥筬 筡筳筳筵筭筰筴筩筯筮笮 答筨筥筲筥筦筯筲筥第 筤筥筴筥筲筭筩筮筩筮筧 筷筨筥筴筨筥筲 筡 筭筯筤筥筬 筩筳 筷筥筬筬笭筳筰筥筣筩笌筥筤 筩筳 筣筲筵筣筩筡筬
筦筯筲 筡筣筣筵筲筡筴筥筬筹 筬筥筡筲筮筩筮筧 筴筨筥 筳筴筲筵筣筴筵筲筥 筯筦 筴筨筥 筤筡筴筡笮 答筨筩筳 筩筮筶筯筬筶筥筳 筴筥筳筴筩筮筧 筷筨筥筴筨筥筲 筴筨筥
筯筢筳筥筲筶筥筤 筤筡筴筡 筡筲筥 筡筣筴筵筡筬筬筹 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筥筤 筡筣筣筯筲筤筩筮筧 筴筯 筡筮 筥筬筥筭筥筮筴 筯筦 筴筨筥 筧筩筶筥筮 筳筥筴 筯筦
筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮筳笮

筃筨筡筰筴筥筲 笲 筡筤筤筲筥筳筳筥筳 筴筨筩筳 筴筡筳筫 筵筳筩筮筧 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳 筦筯筲 筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬 筦筡筭筩筬筩筥筳笮 筓筰筥筣筩笌筣筡筬筬筹第
筷筥 筭筡筹 筷筡筮筴 筴筯 筴筥筳筴 筩筦 筡 筣筥筲筴筡筩筮 筰筡筲筡筭筥筴筥筲 筩筮 筡筮 筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬 筦筡筭筩筬筹 筩筳 筺筥筲筯第 筯筲 筮筯筴筼筴筨筩筳
筩筮筣筬筵筤筥筳 筬筩筮筥筡筲 筲筥筧筲筥筳筳筩筯筮 筴筥筳筴筩筮筧 筡筳 筡 筰筡筲筴筩筣筵筬筡筲 筣筡筳筥笮 等筮 筴筨筩筳 筣筨筡筰筴筥筲第 筷筥 筳筴筵筤筹 筴筨筥
筇筒筏 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥 筦筯筲 筴筨筩筳 筴筡筳筫第 筦筯筲 筡 筳筩筮筧筬筥 筯筵筴筣筯筭筥 U 笮 筁筳 筷筡筳 筡筮筮筯筵筮筣筥筤 筩筮 筓筥筣筴筩筯筮 笱笮笳第
筴筨筥 筇筒筏 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥 筩筳 筣筬筯筳筥筬筹 筣筯筮筮筥筣筴筥筤 筷筩筴筨 筴筨筥 筒等筐筲笮 答筨筥 筳筩筭筰筬筥筳筴 筥筸筡筭筰筬筥 筯筦 筇筒筏
筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳 筩筳 筴筨筥 筬筩筫筥筬筩筨筯筯筤 筲筡筴筩筯 筢筥筴筷筥筥筮 筳筩筭筰筬筥 筡筬筴筥筲筮筡筴筩筶筥 筡筮筤 筳筩筭筰筬筥 筮筵筬筬 筨筹筰筯筴筨筥筳筥筳笮
筈筯筷筥筶筥筲第 筦筯筲 筣筯筭筰筯筳筩筴筥 筨筹筰筯筴筨筥筳筥筳第 筴筨筥 筳筩筴筵筡筴筩筯筮 筢筥筣筯筭筥筳 筭筯筲筥 筣筯筭筰筬筥筸笮 筎筥筶筥筲筴筨筥筬筥筳筳第
筇筒筏 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳 筩筮 筴筨筥 筦筯筲筭 筯筦 筡 筬筩筫筥筬筩筨筯筯筤 筲筡筴筩筯 筩筮筶筯筬筶筩筮筧 筡 筳筩筮筧筬筥第 筳筰筥筣筩笌筣 筥筬筥筭筥筮筴 筯筦
筴筨筥 筣筯筭筰筯筳筩筴筥 筮筵筬筬 筨筹筰筯筴筨筥筳筩筳 筣筡筮 筳筯筭筥筴筩筭筥筳 筳筴筩筬筬 筢筥 筦筯筵筮筤笮 筗筥 筲筥筦筥筲 筴筯 筳筵筣筨 筇筒筏
筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳 筡筳 筠筳筩筭筰筬筥笧 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳笮 筁筳 筷筥 筷筩筬筬 筤筥筭筯筮筳筴筲筡筴筥第 筴筨筥筩筲 筥筸筩筳筴筥筮筣筥 筩筳 筣筬筯筳筥筬筹
筬筩筮筫筥筤 筴筯 筰筲筯筰筥筲筴筩筥筳 筯筦 筴筨筥 筡筦筯筲筥筭筥筮筴筩筯筮筥筤 筒等筐筲笮

筗筨筥筮 筳筩筭筰筬筥 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳 筥筸筩筳筴第 筴筨筥筹 筣筡筮 筢筥 筥筡筳筩筬筹 筣筯筭筰筵筴筥筤 筡筮筤 筡筲筥 筫筮筯筷筮 筴筯 筢筥
筯筰筴筩筭筡筬 筩筮 筴筥筲筭筳 筯筦 筥笭筰筯筷筥筲 筛笵笳第 笴笲筝笮 等筮 筴筨筥 筣筯筮筴筥筸筴 筯筦 筲筥筰筥筡筴筥筤 筥筸筰筥筲筩筭筥筮筴筳 筷筩筴筨 筡 笌筸筥筤
筳筴筯筰筰筩筮筧 筲筵筬筥 筦筯筲 筤筡筴筡 筣筯筬筬筥筣筴筩筯筮第 筡筮筤 筡 筳筩筭筰筬筥 筡筬筴筥筲筮筡筴筩筶筥第 筵筳筩筮筧 筡 筳筩筭筰筬筥 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥 筷筩筬筬第
筡筳筹筭筰筴筯筴筩筣筡筬筬筹第 筰筲筯筶筩筤筥 筴筨筥 筳筴筲筯筮筧筥筳筴 筥筶筩筤筥筮筣筥 筡筧筡筩筮筳筴 筴筨筥 筮筵筬筬 筨筹筰筯筴筨筥筳筩筳 筣筯筭筰筡筲筥筤 筴筯
筯筴筨筥筲 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳笮 答筨筥筲筥筦筯筲筥第 筩筴 筩筳 筩筭筰筯筲筴筡筮筴 筴筯 筤筥筴筥筲筭筩筮筥 筷筨筥筮 筳筩筭筰筬筥 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳 筥筸筩筳筴
筩筮 筳筰筥筣筩笌筣 筣筯筮筴筥筸筴筳笮 筃筨筡筰筴筥筲 笲 筯笋筥筲筳 筡 筳筥筴 筯筦 筥筱筵筩筶筡筬筥筮筴 筣筯筮筤筩筴筩筯筮筳 筵筮筤筥筲 筷筨筩筣筨 筳筩筭筰筬筥
筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳 筥筸筩筳筴 筦筯筲 筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬 筦筡筭筩筬筹 筮筵筬筬 筨筹筰筯筴筨筥筳筥筳笮

Chapter 3: General exponential family test

筃筨筡筰筴筥筲 笳 筣筯筮筴筩筮筵筥筳 筦筲筯筭 筃筨筡筰筴筥筲 笲笮 等筮 筴筨筩筳 筣筨筡筰筴筥筲第 筷筥 筥筸筰筬筯筲筥 筴筨筥 筳筣筥筮筡筲筩筯 筷筨筥筲筥
筡 筣筯筮筤筩筴筩筯筮 筠筯筰筰筯筳筩筴筥笧 筴筯 筴筨筥 筰筲筥筶筩筯筵筳 筣筯筮筤筩筴筩筯筮筳 筡筰筰筬筩筥筳第 筷筨筩筣筨 筷筥 筲筥筦筥筲 筴筯 筡筳 筴筨筥
anti-simple case第 筭筥筡筮筩筮筧 筴筨筡筴 筳筩筭筰筬筥 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳 筤筯 筮筯筴 筥筸筩筳筴笮 筆筯筲 筢筯筴筨 筣筡筳筥筳筼筷筨筥筴筨筥筲
筳筩筭筰筬筥 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳 筥筸筩筳筴 筯筲 筮筯筴筼筷筥 筡筮筡筬筹筺筥 筣筯筭筭筯筮 筴筹筰筥筳 筯筦 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳 筡筮筤 筥笭筰筲筯筣筥筳筳筥筳
筲筥筬筡筴筥筤 筴筯 筣筯筭筰筯筳筩筴筥 筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬 筦筡筭筩筬筹 筮筵筬筬筳第 筢筵筴 筮筯筷 筦筯筲 筳筥筱筵筥筮筣筥筳 筯筦 筯筵筴筣筯筭筥筳
筲筡筴筨筥筲 筴筨筡筮 筡 筳筩筮筧筬筥 筯筮筥笺 筷筥 筥筸筡筭筩筮筥 筡筮筤 筣筯筭筰筡筲筥 筴筨筥筩筲 e-power 筛笹笴筝 筦筯筲 筩笮筩笮筤笮 筤筡筴筡
U(1), U(2), . . .笮 筒筥筣筡筬筬 筴筨筡筴 筥笭筰筯筷筥筲 筰筬筡筹筳 筡 筰筩筶筯筴筡筬 筲筯筬筥第 筡筳 筩筴 筩筳 筭筡筸筩筭筩筺筥筤 筢筹 筴筨筥 筯筰筴筩筭筡筬

筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥 笨筩笮筥笮 筇筒筏 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥笩 筡筣筲筯筳筳 筡筬筬 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳 筤筥笌筮筥筤 筯筮 U (n)笮 筁筳 筷筥 筡筮筮筯筵筮筣筥筤
筩筮 筓筥筣筴筩筯筮 笱笮笳第 筩筴 筣筡筮 筢筥 筤筥筴筥筲筭筩筮筥筤 筵筳筩筮筧 筴筨筥 reverse information projection (RIPr)笮
筗筥 筤筥筮筯筴筥 筴筨筩筳 筯筰筴筩筭筡筬 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥 筡筳 Srip笮 筁筤筤筩筴筩筯筮筡筬筬筹第 筷筥 筣筯筮筳筩筤筥筲 筡 筳筥筱筵筥筮筴筩筡筬筩筺筥筤
筶筥筲筳筩筯筮 筯筦 筴筨筥 筒等筐筲 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥第 Sseq-rip第 筷筨筩筣筨 筩筳 筯筰筴筩筭筡筬 筡筴 筴筨筥 筩筮筤筩筶筩筤筵筡筬 筯筵筴筣筯筭筥 筬筥筶筥筬
筢筵筴 筮筯筴 筮筥筣筥筳筳筡筲筩筬筹 筯筶筥筲 筴筨筥 筥筮筴筩筲筥 筳筡筭筰筬筥笮 筗筥 筡筬筳筯 筩筮筶筥筳筴筩筧筡筴筥 筡 conditional 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥第
Scond第 筢筡筳筥筤 筯筮 筣筯筮筤筩筴筩筯筮筩筮筧 筯筮 筴筨筥 筳筵笎筣筩筥筮筴 筳筴筡筴筩筳筴筩筣第 筡筬筯筮筧 筷筩筴筨 筡 筷筥筬筬笭筫筮筯筷筮 筶筥筲筳筩筯筮
筯筦 筴筨筥 universal inference 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥第 Sui 筛笹笵筝笮

等筮筳筴筡筮筴筩筡筴筩筮筧 筳筵筣筨 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳 筲筥筱筵筩筲筥筳 筳筰筥筣筩筦筹筩筮筧 筡筮 筡筬筴筥筲筮筡筴筩筶筥 筨筹筰筯筴筨筥筳筩筳笮 筗筥
筢筥筧筩筮 筢筹 筣筯筮筳筩筤筥筲筩筮筧 筡 筳筩筭筰筬筥 筡筬筴筥筲筮筡筴筩筶筥 Q 笽 {Q}笮 筏筵筲 筲筥筳筵筬筴筳 筤筥筭筯筮筳筴筲筡筴筥 筴筨筡筴 筴筨筥
筒等筐筲 筰筲筩筯筲 W 筴筨筡筴 筡筣筨筩筥筶筥筳 筴筨筥 筭筩筮筩筭筵筭 筩筮 笨笳笮笱笮笲笩 筩筳 筡筰筰筲筯筸筩筭筡筴筥筬筹 筇筡筵筳筳筩筡筮 筷筩筴筨
筶筡筲筩筡筮筣筥 O笨笱/n笩 筩筮 筡筮 筡筳筹筭筰筴筯筴筩筣 筳筥筮筳筥第 筡筮筤 筥筸筡筣筴筬筹 筩筦 H0 筩筳 筡 筇筡筵筳筳筩筡筮 筬筯筣筡筴筩筯筮 筦筡筭筩筬筹
筡筮筤 Q 筩筳 筡筬筳筯 筇筡筵筳筳筩筡筮笮 答筯 筯筵筲 筫筮筯筷筬筥筤筧筥第 筴筨筩筳 筩筳 筴筨筥 笌筲筳筴 筴筩筭筥 筴筨筡筴 筩筮筳筩筧筨筴筳 筩筮筴筯 筡
筮筯筮筤筥筧筥筮筥筲筡筴筥 筒等筐筲 筰筲筩筯筲 筨筡筶筥 筢筥筥筮 筯筢筴筡筩筮筥筤 筦筯筲 筴筨筥 筣筡筳筥 筯筦 筡 筰筡筲筡筭筥筴筲筩筣第 筮筯筮笭筣筯筮筶筥筸

笱笱



1.5. Outline

筮筵筬筬笮
答筨筩筳 筲筥筳筵筬筴 筩筳 筭筡筤筥 筰筯筳筳筩筢筬筥 筢筹 筯筵筲 筫筥筹 筴筨筥筯筲筥筴筩筣筡筬 筩筮筳筩筧筨筴笺 筴筨筥 筣筯筮筤筩筴筩筯筮筡筬 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥

Scond 筣筡筮 筢筥 筡筮筡筬筹筺筥筤 筵筳筩筮筧 筡 筬筯筣筡筬 筣筥筮筴筲筡筬 筬筩筭筩筴 筴筨筥筯筲筥筭 筷筩筴筨 筥筸筰筬筩筣筩筴 筢筯筵筮筤筳 筯筮 筴筨筥
筥筲筲筯筲 筴筥筲筭筳 筛笱笶筝笮 筃筯筮筳筥筱筵筥筮筴筬筹第 筷筥 筤筥筲筩筶筥 筮筯筴 筯筮筬筹 筥筸筰筬筩筣筩筴 o笨笱笩 筢筯筵筮筤筳 筯筮 筩筴筳 筥笭筰筯筷筥筲
筢筵筴 筡筬筳筯 筥筳筴筡筢筬筩筳筨 筴筨筡筴 Scond 筩筳 筣筬筯筳筥筬筹 筲筥筬筡筴筥筤 筴筯 Srip 笨筩筮 筴筨筥 筇筡筵筳筳筩筡筮 筡筮筴筩笭筳筩筭筰筬筥 筣筡筳筥第
筴筨筥筹 筥筶筥筮 筣筯筩筮筣筩筤筥笩笮 筗筥 筥筸筴筥筮筤 筴筨筥筳筥 筲筥筳筵筬筴筳 筴筯 筯筴筨筥筲 筴筹筰筥筳 筯筦 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳第 筮筯筴 筯筮筬筹
筵筮筤筥筲 筴筨筥 筠筴筲筵筥笧 筡筬筴筥筲筮筡筴筩筶筥 Q 筢筵筴 筡筬筳筯 筩筮 筴筨筥 misspecified case第 筷筨筥筲筥 筴筨筥 筤筡筴筡 筡筲筥
筳筡筭筰筬筥筤 筩笮筩笮筤笮 筦筲筯筭 筡 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮 R ̸笽 Q笮

筗筥 筥筭筰筬筯筹 筴筷筯 筳筴筡筮筤筡筲筤 筭筥筴筨筯筤筳 筴筯 筤筥筳筩筧筮 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳 筦筯筲 筣筯筭筰筯筳筩筴筥 筡筬筴筥筲筮筡筴筩筶筥筳
Q笺 筴筨筥 筳筥筱筵筥筮筴筩筡筬 筰筬筵筧笭筩筮 筭筥筴筨筯筤 筛笳笸筝 筡筮筤 筴筨筥 筭筥筴筨筯筤 筯筦 筭筩筸筴筵筲筥筳 筛笷笱筝笮 筗筥 筯筢筳筥筲筶筥
筴筨筡筴第 筷筨筥筮 筵筳筩筮筧 筴筨筥 筭筥筴筨筯筤 筯筦 筭筩筸筴筵筲筥筳 筡筮筤 筥筱筵筩筰筰筩筮筧 筴筨筥 筡筬筴筥筲筮筡筴筩筶筥 筷筩筴筨 筡 筰筲筩筯筲
W1第 筵筮筤筥筲 筲筥筧筵筬筡筲筩筴筹 筣筯筮筤筩筴筩筯筮筳第 筴筨筥 筒等筐筲 筰筲筩筯筲 W 筩筮 笨笳笮笱笮笲笩 筩筳第 筡筰筰筲筯筸筩筭筡筴筥筬筹第 筴筨筥
same 筰筲筩筯筲 W1第 筲筥筧筡筲筤筬筥筳筳 筯筦 筷筨筥筴筨筥筲 筷筥 筡筲筥 筩筮 筴筨筥 筳筩筭筰筬筥 筣筡筳筥 筯筲 筮筯筴笮 筓筵筭筭筡筲筩筺筩筮筧
筳筯筭筥 筯筦 筯筵筲 筭筡筩筮 笌筮筤筩筮筧筳 筦筯筲 筴筨筥 筣筯筭筰筯筳筩筴筥 筣筡筳筥第 筷筥 筤筥筲筩筶筥 筴筨筥 筦筯筬筬筯筷筩筮筧 筲筥筬筡筴筩筯筮筳筨筩筰筳笮
筕筮筤筥筲 筡筰筰筲筯筰筲筩筡筴筥 笨筴筨筯筵筧筨 筭筩筬筤笩 筲筥筧筵筬筡筲筩筴筹 筣筯筮筤筩筴筩筯筮筳 筯筮 H0 筡筮筤 H1第 筦筯筲 筡筬筬 Q ∈ H1第
笨筩筮 筴筨筥 筣筨筡筰筴筥筲 筷筥 筵筳筥 P 筡筮筤 Q 筢筥筣筡筵筳筥 筩筴 笌筴筳 筢筥筴筴筥筲 筷筩筴筨 筯筴筨筥筲 筮筯筴筡筴筩筯筮筳笮笩 筷筥 筨筡筶筥笺

EQ筛筬筯筧S
(n)
rip /S

(n)
cond筝 笽o笨笱笩.

EQ筛筬筯筧S
(n)
cond/S

(n)
ui 筝 笽

d

笲
筬筯筧 n笫O笨笱笩.

EQ筛筬筯筧S
(n)
seq-rip/S

(n)
ui 筝 笽

dqp
笲

筬筯筧 n笫O笨笱笩

筷筩筴筨 笰 < dqp < d, 筩筮 筴筨筥 筳筴筲筩筣筴 筳筩筭筰筬筥 筣筡筳筥.

EQ筛筬筯筧S
(n)
seq-rip/S

(n)
cond筝 ≤− nϵ

筦筯筲 筳筯筭筥 ϵ > 笰第 筡筬筬 筬筡筲筧筥 n第 筩筮 筴筨筥 筳筴筲筩筣筴 筡筮筴筩笭筳筩筭筰筬筥 筣筡筳筥.

筈筥筲筥第 d 筲筥筰筲筥筳筥筮筴筳 筴筨筥 筤筩筭筥筮筳筩筯筮筡筬筩筴筹 筯筦 筴筨筥 筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬 筦筡筭筩筬筹第 筡筮筤 dqp 筩筳 筡 筭筥筡筳筵筲筥 筯筦
筠筥笋筥筣筴筩筶筥 筤筩筭筥筮筳筩筯筮笧第 筷筨筯筳筥 筥筸筡筣筴 筶筡筬筵筥 筤筥筰筥筮筤筳 筯筮 Q笮 筏筦 筣筯筵筲筳筥第 筷筥 筰筲筯筶筩筤筥 筰筲筥筣筩筳筥
筤筥笌筮筩筴筩筯筮筳 筯筦 筜筳筴筲筩筣筴 筳筩筭筰筬筥第 筡筮筴筩笭筳筩筭筰筬筥笢 筩筮 筃筨筡筰筴筥筲 笳笮

Chapter 4: k-sample tests with exponential families

筁 k笭筳筡筭筰筬筥 筴筥筳筴 筩筳 筴筨筥 筧筥筮筥筲筡筬 筶筥筲筳筩筯筮 筯筦 筡 筴筷筯笭筳筡筭筰筬筥 筴筥筳筴笮 等筴 筩筮筶筯筬筶筥筳 筡筮筡筬筹筺筩筮筧 筤筡筴筡
筦筲筯筭 k 筩筮筤筥筰筥筮筤筥筮筴 筲筡筮筤筯筭 筳筡筭筰筬筥筳第 筥筡筣筨 筤筲筡筷筮 筦筲筯筭 筡 筰筯筳筳筩筢筬筹 筤筩笋筥筲筥筮筴 筰筯筰筵筬筡筴筩筯筮笮
筆筯筲 筥筸筡筭筰筬筥 筷筨筥筮 k 笽 笲第 筩筮 筳筴筵筤筹筩筮筧 筴筨筥 筥笋筥筣筴筩筶筥筮筥筳筳 筯筦 筡 筮筥筷 筴筲筥筡筴筭筥筮筴 笨筳筵筣筨 筡筳 筡
筮筥筷 筢筬筯筯筤 筰筲筥筳筳筵筲筥 筭筥筤筩筣筡筴筩筯筮笩第 筰筡筴筩筥筮筴筳 筡筲筥 筤筩筶筩筤筥筤 筩筮筴筯 筴筷筯 筧筲筯筵筰筳笺 筡 筴筲筥筡筴筭筥筮筴
筧筲筯筵筰 筡筮筤 筡 筰筬筡筣筥筢筯 筧筲筯筵筰笮 筒筥筳筥筡筲筣筨筥筲筳 筴筲筡筣筫 筴筨筥 筮筵筭筢筥筲 筯筦 筲筥筣筯筶筥筲筩筥筳 筩筮 筥筡筣筨 筧筲筯筵筰
筡筦筴筥筲 筡 筳筥筴 筴筲筥筡筴筭筥筮筴 筰筥筲筩筯筤笮 等筦 筴筨筥 筴筲筥筡筴筭筥筮筴 筩筳 筥笋筥筣筴筩筶筥第 筡 筨筩筧筨筥筲 筲筥筣筯筶筥筲筹 筲筡筴筥 筩筳
筥筸筰筥筣筴筥筤 筩筮 筴筨筥 筴筲筥筡筴筭筥筮筴 筧筲筯筵筰 筣筯筭筰筡筲筥筤 筴筯 筴筨筥 筰筬筡筣筥筢筯 筧筲筯筵筰笮 答筨筥 筳筴筡筴筩筳筴筩筣筡筬 筴筥筳筴 筩筳
筵筳筥筤 筴筯 筤筥筴筥筲筭筩筮筥 筩筦 筴筨筥 筯筢筳筥筲筶筥筤 筤筩笋筥筲筥筮筣筥 筩筮 筲筥筣筯筶筥筲筹 筲筡筴筥筳 筢筥筴筷筥筥筮 筴筨筥 筴筷筯 筧筲筯筵筰筳
筩筳 筳筩筧筮筩笌筣筡筮筴第 筯筲 筩筦 筩筴 筣筯筵筬筤 筨筡筶筥 筯筣筣筵筲筲筥筤 筢筹 筣筨筡筮筣筥笮 答筷筯笭筳筡筭筰筬筥 筴筥筳筴筳 筡筲筥 筤筥筳筩筧筮筥筤
筴筯 筭筯筤筥筬 筳筵筣筨 筳筩筴筵筡筴筩筯筮筳笮 筍筡筴筨筥筭筡筴筩筣筡筬筬筹第 筴筨筥 筯筢筪筥筣筴筩筶筥 筩筳 筴筯 筤筥筴筥筲筭筩筮筥 筷筨筥筴筨筥筲 筴筨筥
筯筢筳筥筲筶筥筤 筤筩笋筥筲筥筮筣筥 筢筥筴筷筥筥筮 筴筨筥 筴筷筯 筰筯筰筵筬筡筴筩筯筮筳 筩筳 筳筴筡筴筩筳筴筩筣筡筬筬筹 筳筩筧筮筩笌筣筡筮筴第 筭筥筡筮筩筮筧
筷筨筥筴筨筥筲 筴筨筥 筤筩笋筥筲筥筮筣筥 筩筳 筬筩筫筥筬筹 筤筵筥 筴筯 筣筨筡筮筣筥 筯筲 筲筥筰筲筥筳筥筮筴筳 筡 筴筲筵筥 筤筩笋筥筲筥筮筣筥 筢筥筴筷筥筥筮
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Chapter 1. Introduction

筴筨筥 筰筯筰筵筬筡筴筩筯筮筳笮
筃筨筡筰筴筥筲 笴 筣筥筮筴筥筲筳 筯筮 k笭筳筡筭筰筬筥 筴筥筳筴筳笮 筓筯筭筥 筯筦 筴筨筥 筲筥筳筵筬筴筳 筰筲筥筳筥筮筴筥筤 筩筮 筴筨筥 筣筨筡筰筴筥筲 筡筲筥

筳筰筥筣筩筡筬 筣筡筳筥筳 筯筦 筴筨筯筳筥 筦筲筯筭 筃筨筡筰筴筥筲 笳笮 筈筯筷筥筶筥筲第 筩筴 筲筥筭筡筩筮筳 筶筡筬筵筡筢筬筥 筴筯 筩筮筣筬筵筤筥 筴筨筥筭 筩筮
筴筨筩筳 筣筨筡筰筴筥筲 筢筥筣筡筵筳筥 筷筥 筰筲筯筶筩筤筥 筦筵筬筬 筤筥筴筡筩筬筳 筴筨筡筴 筷筥筲筥 筮筯筴 筣筯筶筥筲筥筤 筩筮 筃筨筡筰筴筥筲 笳笮
筗筥 筤筥筶筥筬筯筰 筦筯筵筲 笨筰筳筥筵筤筯笭笩 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳 筦筯筲 k笭筳筡筭筰筬筥 筴筥筳筴筳 筩筮 筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬 筦筡筭筩筬筩筥筳笺
Srip, Scond, Smix第 筡筮筤 Spseudo笮 Srip, Scond, Smix 筡筲筥 筲筥筡筬 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳第 筷筨筩筬筥 Spseudo 筩筳
筡筮 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥 筯筮筬筹 筷筨筥筮 筩筴 筣筯筩筮筣筩筤筥筳 筷筩筴筨 Srip第 筷筨筩筣筨 筨筡筰筰筥筮筳 筷筨筥筮筥筶筥筲 筴筨筥 筬筡筴筴筥筲 筩筳
筣筯筭筰筵筴筡筴筩筯筮筡筬筬筹 筳筴筲筡筩筧筨筴筦筯筲筷筡筲筤笻 筩筮 筯筴筨筥筲 筩筮筳筴筡筮筣筥筳第 筩筴 筩筳 筮筯筴 筡 筴筲筵筥 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥 筢筵筴
筲筥筭筡筩筮筳 筵筳筥筦筵筬 筦筯筲 筯筵筲 筴筨筥筯筲筥筴筩筣筡筬 筡筮筡筬筹筳筩筳笮 筓筵筰筰筯筳筥 筴筨筥 笨筳筨筯筲筴筥筳筴笩 ℓ2笭筤筩筳筴筡筮筣筥 筢筥筴筷筥筥筮
筴筨筥 k笭筤筩筭筥筮筳筩筯筮筡筬 筰筡筲筡筭筥筴筥筲 筯筦 筴筨筥 筡筬筴筥筲筮筡筴筩筶筥 筡筮筤 筴筨筥 筮筵筬筬 筰筡筲筡筭筥筴筥筲 筳筰筡筣筥 筩筳 筤筥筮筯筴筥筤
筢筹 δ笮 筏筵筲 筲筥筳筵筬筴筳 筳筨筯筷 筴筨筡筴第 筦筯筲 筡筮筹 筴筷筯 筯筦 筴筨筥 筡筦筯筲筥筭筥筮筴筩筯筮筥筤 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳 S 筡筮筤 S′第
筴筨筥 筤筩笋筥筲筥筮筣筥 筩筮 筥笭筰筯筷筥筲 筩筳 筧筩筶筥筮 筢筹 E筛筬筯筧S − 筬筯筧S′筝 笽 O笨δ4笩笮

Chapter 5: GROW e-variables and a novel concentration inequality

答筨筥 筬筩筮筫 筢筥筴筷筥筥筮 筯筰筴筩筭筡筬 筲筥筪筥筣筴筩筯筮 筲筥筧筩筯筮筳 筦筯筲 筡筮筹筴筩筭筥笭筶筡筬筩筤 筴筥筳筴筳 筡筴 筡 笌筸筥筤 筬筥筶筥筬 α 筡筮筤
筯筰筴筩筭筡筬 筡筮筹筴筩筭筥笭筶筡筬筩筤 筣筯筮筣筥筮筴筲筡筴筩筯筮 筩筮筥筱筵筡筬筩筴筩筥筳 筩筳 筷筥筬筬笭筤筯筣筵筭筥筮筴筥筤 筛笴笷筝笮 筃筨筡筰筴筥筲 笵
筥筸筰筬筯筲筥筳 筡 筶筡筲筩筡筴筩筯筮 筯筦 筴筨筩筳 筣筯筮筮筥筣筴筩筯筮第 筦筯筣筵筳筩筮筧 筯筮 筡 筳筩筭筰筬筥 筭筵筬筴筩筶筡筲筩筡筴筥 筮筵筬筬 筨筹筰筯筴筨筥筳筩筳
筡筮筤 筡 筲筡筮筧筥 筯筦 筣筯筭筰筯筳筩筴筥 筡筬筴筥筲筮筡筴筩筶筥筳笮 筗筥 筥筸筡筭筩筮筥 筢筯筴筨 筡筢筳筯筬筵筴筥 筡筮筤 筲筥筬筡筴筩筶筥 GROW
笨筠筧筲筯筷筴筨笭筲筡筴筥 筯筰筴筩筭筡筬 筩筮 筴筨筥 筷筯筲筳筴笭筣筡筳筥笧笩 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳 筡筳 筩筮筴筲筯筤筵筣筥筤 筢筹 筇筲筿筵筮筷筡筬筤 筥筴
筡筬笮 筛笴笲筝笮 筆筵筲筴筨筥筲第 筷筥 筩筬筬筵筳筴筲筡筴筥 筨筯筷 筴筨筥筳筥 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳 筣筯筮筮筥筣筴 筴筯 筡 筣筯筮筣筥筮筴筲筡筴筩筯筮 筩筮筥筱筵筡筬筩筴筹第
筷筨筩筣筨 筷筥 筲筥筦筥筲 筴筯 筡筳 筴筨筥 Csiszár-Sanov-Chernoff 笨筃筓筃笩 筩筮筥筱筵筡筬筩筴筹笮

答筯 筳筴筡筲筴第 筷筥 筡筮筡筬筹筺筥 筴筨筥 筇筒筏筗 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥 SGROW 筷筩筴筨筩筮 筴筨筩筳 筦筲筡筭筥筷筯筲筫第 筣筯筮筳筩筤筥筲筩筮筧
筣筡筳筥筳 筷筨筥筲筥 H1 筩筳 筥筩筴筨筥筲 筴筨筥 筳筥筴 P1 筯筦 筡筬筬 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮筳 筷筩筴筨 筭筥筡筮筳 筩筮 筡 筳筰筥筣筩笌筥筤
convex 筳筥筴 M1第 筴筨筥 筳筥筴 E1 筯筦 筡筬筬 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮筳 筩筮 筴筨筥 筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬 筦筡筭筩筬筹 筧筥筮筥筲筡筴筥筤
筢筹 P0 筷筩筴筨 筭筥筡筮筳 筩筮 M1第 筯筲 筡筮筹 H1 筦筯筲 筷筨筩筣筨 E1 ⊂ H1 ⊂ P1笮 筒筥筭筡筲筫筡筢筬筹第 筴筨筥
筇筒筏筗 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳 筣筯筩筮筣筩筤筥 筡筣筲筯筳筳 筡筬筬 筳筵筣筨 H1笮 筗筥 筤筥筲筩筶筥 筴筨筩筳 筲筥筳筵筬筴 筢筹 筡筰筰筬筹筩筮筧 筴筨筥
筷筥筬筬笭筫筮筯筷筮 筃筳筩筳筺笓筡筲笭答筯筰筳笜筥 筐筹筴筨筡筧筯筲筥筡筮 筴筨筥筯筲筥筭 筦筯筲 筲筥筬筡筴筩筶筥 筥筮筴筲筯筰筹第 筷筨筩筣筨 筬筥筡筤筳 筵筳
筴筯 筴筨筥 筦筵筮筤筡筭筥筮筴筡筬 筃筓筃 筣筯筮筣筥筮筴筲筡筴筩筯筮 筩筮筥筱筵筡筬筩筴筹笮 答筨筩筳 筳筥筣筴筩筯筮笧筳 筦筯筣筵筳 筩筳 筰筲筩筭筡筲筩筬筹 筯筮
筲筥筰筨筲筡筳筩筮筧 筥筳筴筡筢筬筩筳筨筥筤 笌筮筤筩筮筧筳第 筦筡筭筩筬筩筡筲 筴筯 筴筨筥 筩筮筦筯筲筭筡筴筩筯筮笭筴筨筥筯筲筥筴筩筣 筣筯筭筭筵筮筩筴筹 筢筵筴
筰筥筲筨筡筰筳 筬筥筳筳 筳筯 筴筯 筴筨筯筳筥 筷筯筲筫筩筮筧 筷筩筴筨 筥笭筶筡筬筵筥筳笮

筃筨筡筰筴筥筲 笵 筴筨筥筮 筩筮筴筲筯筤筵筣筥筳 筡 筮筯筶筥筬 筡筰筰筲筯筡筣筨第 筥筸筡筭筩筮筩筮筧 筣筡筳筥筳 筷筨筥筲筥 筴筨筥 complement
筯筦 M1 筦筯筲筭筳 筡 筣筯筮筮筥筣筴筥筤第 筢筯筵筮筤筥筤 筳筥筴 筣筯筮筴筡筩筮筩筮筧 P0 筼 筡 筳筣筥筮筡筲筩筯 筭筯筲筥 筣筯筭筭筯筮筬筹
筥筮筣筯筵筮筴筥筲筥筤 筩筮 筰筲筡筣筴筩筣筡筬 筡筰筰筬筩筣筡筴筩筯筮筳 筡筮筤 筭筯筲筥 筡筬筩筧筮筥筤 筷筩筴筨 筴筨筥 筭筵筬筴筩筶筡筲筩筡筴筥 筣筥筮筴筲筡筬
筬筩筭筩筴 筴筨筥筯筲筥筭 笨筃筌答笩笮 答筨筩筳 筣筯筮笌筧筵筲筡筴筩筯筮第 筷筨筩筣筨 筷筥 筣筡筬筬 筴筨筥 surrounding H1 筣筡筳筥 筢筥筣筡筵筳筥
P0 筩筳 筜筳筵筲筲筯筵筮筤筥筤笢 筢筹 H1第 筨筡筳 筲筡筲筥筬筹 筢筥筥筮 筣筯筮筳筩筤筥筲筥筤 筩筮 筴筨筥 筤筥筲筩筶筡筴筩筯筮 筯筦 筃筓筃 筢筯筵筮筤筳第
筷筩筴筨 筡筮 筥筸筣筥筰筴筩筯筮 筢筥筩筮筧 筴筨筥 筶筡筲筩筡筴筩筯筮 筳筴筵筤筩筥筤 筢筹 筋筡筵筦筭筡筮筮 筡筮筤 筋筯筯筬筥筮 筛笵笱筝笮

筗筥 筥筸筴筥筮筤 筴筨筥 筰筲筥筶筩筯筵筳 SGROW 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥 筴筯 筴筨筩筳 筳筵筲筲筯筵筮筤筩筮筧 H1 筣筡筳筥 筩筮 筴筷筯 筷筡筹筳笮
答筨筥 笌筲筳筴 筡筰筰筲筯筡筣筨 筩筳 筡 筳筴筲筡筩筧筨筴筦筯筲筷筡筲筤 absolute 筥筸筴筥筮筳筩筯筮 筯筦 筴筨筥 筇筒筏筗 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥
筴筯 筴筨筥 筭筵筬筴筩筶筡筲筩筡筴筥 筣筡筳筥第 筳筴筩筬筬 筤筥筮筯筴筥筤 筡筳 Sgrow笮 筏筲 筷筥 筣筡筮 筤筥筴筥筲筭筩筮筥 筡 relatively
筯筰筴筩筭筡筬 筇筒筏筗 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥 Srel 筴筨筡筴 筩筳 筡筳 筣筬筯筳筥 筡筳 筰筯筳筳筩筢筬筥 筴筯 筴筨筥 筬筡筲筧筥筳筴 Sgrow 筡筭筯筮筧
筡筬筬 筥笭筶筡筲筩筡筢筬筥筳 Sgrow 筴筨筡筴 筣筡筮 筢筥 筤筥笌筮筥筤 筯筮 筣筯筮筶筥筸 筳筵筢筳筥筴筳 筯筦 H1第 筷筨筥筲筥 筷筥 筤筥笌筮筥
筲筥筬筡筴筩筶筥 筯筰筴筩筭筡筬筩筴筹 筩筮 筡 筭筩筮筩筭筡筸笭筲筥筧筲筥筴 筳筥筮筳筥笮 筗筥 筣筨筡筲筡筣筴筥筲筩筺筥 Sgrow 筦筯筲 筴筨筥 筵筮筩筶筡筲筩筡筴筥
筣筡筳筥 笨d 笽 笱笩 筷筨筩筬筥 筬筥筡筶筩筮筧 筴筨筥 筭筵筬筴筩筤筩筭筥筮筳筩筯筮筡筬 筣筡筳筥 笨d > 笱笩 筡筳 筡筮 筯筰筥筮 筰筲筯筢筬筥筭第 筡筮筤
筷筥 筦筵筬筬筹 筣筨筡筲筡筣筴筥筲筩筺筥 Srel 筦筯筲 筧筥筮筥筲筡筬 筤筩筭筥筮筳筩筯筮筳笮 筗筥 筴筨筥筮 筳筨筯筷 筴筨筡筴 Srel 筬筥筡筤筳 筡筧筡筩筮
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1.A. More exponential family preliminaries

筴筯 筡 筃筓筃 筢筯筵筮筤 筼 筡筮筤 筴筨筩筳 筃筓筃 筢筯筵筮筤 筩筳 筮筥筷笮

Appendix 1.A More exponential family preliminaries

Mean parameterization 筓筩筮筣筥 X 筩筳 筴筨筥 筳筵笎筣筩筥筮筴 筳筴筡筴筩筳筴筩筣 筦筯筲 筰筡筲筡筭筥筴筥筲第 筩筴 筩筳 筯筦筴筥筮
筭筯筲筥 筵筳筥筦筵筬 筴筯 筤筩筲筥筣筴筬筹 筳筴筵筤筹 X 筲筡筴筨筥筲 筴筨筡筮 U 第 筡筳 筷筥 筯筦筴筥筮 筤筯 筩筮 筴筨筩筳 筤筩筳筳筥筲筴筡筴筩筯筮笮
筆筲筯筭 筥筱筵筡筴筩筯筮 笨笱笮笴笮笲笩第 筷筥 筫筮筯筷 筴筨筡筴 X 筨筡筳 筴筨筥 筳筡筭筥 筤筩筭筥筮筳筩筯筮 筡筳 筴筨筥 筣筡筮筯筮筩筣筡筬
筰筡筲筡筭筥筴筥筲 β笮 筗筥 筡筬筲筥筡筤筹 筫筮筯筷 筴筨筡筴 筷筨筥筮 筴筨筥 筦筵筮筣筴筩筯筮筳 X笨U笩 筡筮筤 β笨θ笩 筡筲筥 笌筸筥筤第 筷筥
筭筡筹 筤筥笌筮筥 筡 筳筰筥筣筩笌筣 筣筬筡筳筳 筯筦 筥筸筰筯筮筥筮筴筩筡筬 筦筡筭筩筬筹 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮筳第 筤筥筮筯筴筥筤 筢筹 P 笨筥笮筧笮第 筴筨筥
筇筡筵筳筳筩筡筮 筦筡筭筩筬筹笩笮 筁 筮筡筴筵筲筡筬 筡筰筰筲筯筡筣筨 筩筳 筴筯 筲筥筰筲筥筳筥筮筴 Pθ 筵筳筩筮筧 筴筨筥 筥筸筰筥筣筴筡筴筩筯筮 筯筦 X第
筤筥笌筮筥筤 筡筳 µ笨θ笩 笺笽 EU∼Pθ

筛X筝第 筷筨筩筣筨 筩筳 筣筡筬筬筥筤 筴筨筥 mean parameterization第 筡筮筤 µ笨θ笩
筩筳 筴筨筥 mean-value parameter笮 等筴 筣筡筮 筢筥 筳筨筯筷筮 筴筨筡筴 筦筯筲 θ,θ′ ∈ Θ第 笨Θ 筩筳 筴筨筥 筳筴筡筮筤筡筲筤
筰筡筲筡筭筥筴筥筲 筳筰筡筣筥 筯筦 筴筨筥 筤筩筳筴筲筩筢筵筴筩筯筮 筦筡筭筩筬筹 P笩第 筩筦 Pθ ̸笽 P ′

θ第 筴筨筥筮 µ笨θ笩 ̸笽 µ笨θ′笩第 筥筮筳筵筲筩筮筧
筡 筤筩筳筴筩筮筣筴 筰筲筯筢筡筢筩筬筩筴筹 筭筯筤筥筬 筦筯筲 筥筡筣筨 筰筡筲筡筭筥筴筥筲笮

Canonical parameterization 筆筯筲 筳筩筭筰筬筩筣筩筴筹第 筷筥 筵筳筥 筴筨筥 筮筯筴筡筴筩筯筮 β 笺笽 β笨θ笩,µ 笺笽
µ笨θ笩 筧筯筩筮筧 筦筯筲筷筡筲筤笮 筓筩筮筣筥 Z笨β笩 筩筳 筴筨筥 筮筯筲筭筡筬筩筺筩筮筧 筦筡筣筴筯筲第 筷筥 筨筡筶筥笺

Z笨β笩 笽

∫
筥筸筰

(
β⊤x

)
dx,
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