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Resumen

No es posible doblar una hoja de papel carta a la mitad — a lo largo y a lo ancho
— mas de siete veces, ya que se vuelve muy gruesa, comparado con las otras dos
dimensiones, para lograr doblarla una vez méas. Este ejercicio sencillo de hacer, es
una manera de experimentar la conexién entre el espesor de un objeto y la facilidad
con que se puede doblar hacia afuera del plano. Al ser efectivamente bidimensionales,
los sistemas sélidos y delgados, como la hoja de papel sin doblar, se pueden moldear
con relativa facilidad para formar todo tipo de estructuras tridimensionales. La forma
que adquieren estos sistemas es por ende una expresiéon de su mecdnica o, en otras
palabras, ésta resulta de las fuerzas externas y/o las interacciones al interior del
material.

En esta tesis, nos sumergimos en el estudio de fenémenos fisicos relaciones al re-
modelado de ldminas delgadas y cascarones huecos microscépicos, especificamente:
ldminas abiertas hechas de una molécula en las células, cascarones cristalinos bidi-
mensionales, y la interfaz de gotas con formas peculiares. Estos sistemas, ademas de
ser interesantes en si mismos y de interés en areas méds alla de la fisica fundamental,
son Optimos para estudiar el efecto de la geometria, local y global, en la mecéanica
de materiales bidimensionales. Y viceversa, es divertido ver qué tipo de formas ines-
peradas surgen de la interaccién entre pocos ingredientes mecdnicos. Al ser sélidos
elasticos, los materiales muestran resistencia a deformaciones locales, la cudl se ex-
presa como estrés dentro del material. Al ser delgados, y por ende faciles de doblar,
hay un desacople entre el costo de las deformaciones en el plano y aquellas afuera del
plano. En otras palabras, la energfa eldstica tiene dos contribuciones: (i) la energia de
estiramiento de extender o comprimir la superficie, similar a una sdbana que se estira
para ajustarla al colchén plano, y (ii) la energia de flexién, o similar a enrollar una
hoja de papel fuera del plano. En realidad, la elasticidad de los sistemas estudiados
en este trabajo se encuentran en un punto entre la tela y el papel; al moldearlos,
ofrecen resistencia tanto al estiramiento como a la flexion.

En muchos casos, las deformaciones de los sistemas delgados ocurren por estrés
local preexistente en el material, por ejemplo, a raiz de la disposicién de los compo-
nentes del material o sus interacciones. Un ejemplo interesante de esto, incluido en
esta tesis, son estructuras ensambladas a partir de tubulina que contienen curvatura
espontanea, es decir, la curvatura superficial que reduce el estrés y minimiza la en-
ergia de flexién. La tubulina es una proteina redonda presente en casi todas las células
vivas, donde pares se ligan, formando dimeros. Estos dimeros pueden ensamblarse
en una variedad de estructuras mds grandes al agregarse verticalmente, como blo-
ques de Lego, y también asociarse horizontalmente, formando membranas delgadas.
Aunque se han observado membranas planas de tubulina, la estructura més comun y
mejor investigada son cilindros huecos llamados microtiibulos, indispensables para un
sinnimero de procesos bioldgicos. A diferencia del Lego clésico, los dimeros de tubu-
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lina son efectivamente asimétricos: a lo horizontal tienen forma de cuna induciendo el
cierre cilindrico, mientras que un quiebre vertical en la molécula genera estrés de cur-
vatura radial hacia el exterior. La flexibilidad y el angulo de quiebre en el dimero se
ven afectados por el medio quimico, o, siguiendo nuestra analogia, éste altera la forma
de los bloques. Consecuentemente, nuestra hipdtesis es que estas alteraciones estan
detras de la variabilidad estructural de los ensamblajes de tubulina, ya que varias
otras geometrias se han observado, pero han sido considerablemente menos estudi-
adas. Estas incluyen laminas largas dobladas en forma de “C”, aros con una o varias
capas, y tiras con forma de hélice de curvatura variable. Considerando un modelo
minimo que incluye la anisotropia de la curvatura intrinsica de los dimeros, usamos
simulaciones numéricas para descubrir qué formas surgen al cambiar la mecdnica in-
terna de ldminas eldsticas de tubulina (ver Figura S1). Esto nos permitié entender
mejor por qué las formas relacionadas a los microtibulos, como cilindricas y tal, son
prevalentes en los ensamblajes de tubulina y como esto resulta en polimorfismo.

Regresando a la energia elastica, aunque el estiramiento y la flexién estan de-
sacoplados en su cuantificacién, en realidad los mecanismos fisicos relacionados a
ambos estan conectados y a menudo incluso en competencia. Por ejemplo, veamos
un cristal bidimensional, o sea, una monocapa sélida cuyos componentes estan or-
ganizados en una red con orden definido. En particular, imagine una malla donde
cada punto esta conectado a seis vecinos a la misma distancia, o equivalentemente, un
mosaico de hexagonos regulares. Mientras que las laminas planas pueden tener una
red hexagonal perfecta (como la portada exterior trasera de este libro), lo mismo no
es cierto para cristales cerrados, como un cascarén esférico. Dada la manera en que
una esfera bidimensional se curva en el espacio tridimensional, es mateméticamente
imposible recubrirla usando sélo hexagonos regulares, y como resultado hay puntos
en la red que no tienen seis vecinos. A este tipo de defecto se le conoce como discli-
nacién y la distorsién que conllevan introduce estiramiento en el plano. Similar a las
cintas de tubulina, el cristal curvo tiene pre-estrés, pero no por la forma efectiva de
los componentes, sino por su disposicién con respecto al resto. La mejor manera de
acomodar la incomoda restriccién matematica es teniendo doce disclinaciones pen-
tagonales, distanciadas al méximo (ver Figura S2). El tipico ejemplo de frustracién
geométrica en la esfera son los doce parches pentagonales en una bola de futbol.
Sin embargo, esto no es suficiente para deshacerse de todo el estrés elastico, y otros
mecanismos de apantallamiento del estrés se han observado en cristales esféricos. Uno
de ellos es el pandeo hacia afuera de la superficie alrededor de las disclinaciones, a
cambio de incrementar la energia de flexién. Como resultado, la esfera se transforma
en un icosaedro — el poliedro de 12 vértices — para poder compensar por la abertura
angular creada por la falta de un vecino. Si la esfera es pequena en comparaciéon
con la distancia entre puntos de la red (cristal de baja densidad), y por ende muy
curva, el pandeo no vale el costo de flexién. Sin embargo, el estrés de la disclinacién
escala con el niimero de puntos en la red, y cristales mas grandes expresan geometrias
icosaédricas. La envoltura que encapsula el material genético de los viruses es un ejem-
plo de este mecanismo: los cédpsides pequenos son esféricos mientras que los grandes
son icosaédricos. Empero, en cristales mucho mas densos, la region inmediata a la
disclinacién se ve relativamente plana (similar a caminos planos sobre la superficie de
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la tierra), y en ellos existe un segundo mecanismo de apantallamiento. Tal vez poco
intuitivo, otra manera de reducir el estrés es introduciendo ain més defectos en el
cristal que el minimo necesario. El truco estd en cudles y en dénde. La distorsion
causada por las disclinaciones pentagonales iniciales se puede relajar al formar lineas
de defectos saliendo de estas, alternando heptagonos con pentagonos, a las cuales nos
referimos como pliegues de dislocaciones.

Por el momento nos hemos enfocado en las complejidades entre la elasticidad de
una superficie y la forma que tiene. Sin embargo, la energia elastica muchas veces no es
la tnica contribucién relevante a la mecanica total del sistema. Un ejemplo fascinante
se encuentra en unas emulsiones particulares, recientemente investigadas. Estas gotas
microscdpicas estan estabilizadas dentro de una solucién acuosa por agentes tensioac-
tivos o surfactantes en su superficie. Con la quimica correcta, la monocapa superficial
se puede congelar, conservando el agua y el aceite en estado liquido, formando un
cristal efectivamente bidimensional. En contraste con la tipica gota suspendida, la
cual es esférica gracias a la tensién superficial, estas emulsiones de interfaz sélida
pasan por una serie sorprendente de transformaciones geométricas al enfriar progre-
sivamente el sistema, ya que la tensién superficial disminuye. La gota inicialmente
redonda se dobla en un icosaedro, el cual luego se aplana en una plaqueta hexagonal,
y consecuentemente se sigue deformando en otras formas poliedras planas especificas
(ver Figura S3). En esta tesis buscamos descifrar los mecanismo fisicos detras de la
primeras dos transformaciones: el pandeo inicial y aplanamiento de las gotas. Similar
a la deformacién de un globo con agua, la geometrias observadas en las gotas son el
resultado de deformar su interfaz superficial, y por ende construimos un modelo que
describe su mecanica bidimensional y que nos permite entender su fisica.

Aunque la deformacién inicial a un icosaedro inmediatamente apunta al apan-
tallamiento por pandeo de las disclinaciones, surgieron dos detalles importantes a
considerar. El primero se relaciona el cristal denso formado en la interfaz de las
gotas. Dada la razén entre el tamano de las gotas y el tamano de las moléculas
tensioactivas, uno esperaria encontrar pliegues de dislocaciones. Aun asi, el pandeo
ocurre y desafortunadamente la red es demasiado pequena para ser visualizada con
el microscopio. Ademads, los modelos tedricos y computacionales existentes para es-
tudiar el estrés de defectos de red en cristales esféricos estaban basado en sistemas
con muchos menos componentes y por ende inviables en nuestro estudio. Esto mo-
tivé la creaciéon de un esquema nuevo que considerara la conexién entre curvatura y
relajacion del estrés alrededor de un set discreto de disclinaciones que a su vez estan
rodeadas por un numero arbitrario y grande de dislocaciones. El segundo detalle es
que, a diferencia de los cépsides virales, las gotas pequenias tienen forma de icosaedro
mientras que las grandes permaneces esféricas. Sin embargo, habiendo construido un
esquema apropiado para cristales densos y después de investigar como las transforma-
ciones dependen del tamano inicial de la gota, nuestro modelo revelé que en realidad
hay cuatro ingredientes mecénicos principales: (i) tensién superficial modulada por la
temperatura, (ii) fuerza boyante presionando las gotas contra el portaobjetos del mi-
croscopio, y la elasticidad de la interfaz sélida, incluyendo (iii) la curvatura espontdnea
de los surfactantes con forma cénica y (iv) el estrés en el plano a causa de los defectos
inevitables en el cristal curvo; el paquete completo.
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Los cristales curvos en monocapas, la interfaz congelada de gotas emulsificadas
y las ldminas polimérficas de tubulina son en esencia todas expresiones fascinantes
de la interaccion entre geometria y la mecanica de sélidos delgados elasticos. Por lo
tanto, en el Capitulo 1 empezamos con una introduccién conceptual a la descripcion
de la forma y la elasticidad de membranas sélidas, y cémo estas estdn intimamente
conectadas a través de los detalles microscopicos de los constituyentes en el mate-
rial. En el Capitulo 2 damos definiciones matematicas formales a estos conceptos en
superficies bidimensionales en tres dimensiones, las cuales son los objetos de estudio
principales en esta tesis. Sobre una base de geometria diferencial y teoria de elastici-
dad lineal, construimos los modelos detrds de la energia de estiramiento y de flexién
de superficias curvas, y explicamos cémo traducir éstas en superficies discretas, nece-
sarias para modelaje computacional tridimensional. En el Capitulo 3, construimos y
exploramos un modelo semi-continuo de defectos en cristales densos de geometrias cer-
radas, incluyendo formas icosaédricas. Ademads de generalizar resultados previamente
obtenidos para cristales esféricos, la implementacién pudo facilmente ser exportada
para el estudio de gotas con formas inusuales. FEn el Capitulo 4 presentamos el
estudio sencillo pero copioso de la mecanica de las gotas deformables y explicamos
los resultados en el contexto de investigacion previa. Por ultimo, en el Capitulo
5 presentamos los resultados en la formas esperadas e inesperadas que una lamina
biolégica puede adquirir cuando expuesta a estrés interno variable, expresado como
curvatura espontdnea, siendo este el primer estudio computacional en polimorfismo
de tubulina.

Figura S1: Laminas biolégicas. Una lamina delgada construida con com-
ponentes pequenos, como por ejemplo biomoléculas, adquiere diferentes geometrias
dependiendo de la forma y las interacciones entre esos componentes. En este trabajo,
usamos simulaciones computacionales para investigar esas geometrias.

Figura S2: Cristales curvos. Un cristal con orden hexagonal estd forzado
matemdticamente a tener defectos de orden pentagonal, llamados disclinaciones (pun-
tos rojos), similar a los parches pentagonales en una bola de futbol, independiente-
mente del nimero de puntos en la red. Atun cuando no es posible ver la estructura de
red explicita, como es el caso de la interfaz sélida de emulsiones deformables, el estrés
inevitable de las disclinaciones se expande a través de la superficie, acd representado
por las manchas claras. Nosotros exploramos dos mecanismos de apantallamiento del
estrés, donde el aumento de la curvatura local, acé ejemplificada, es uno de ellos.

Figura S3: Gotas inusuales. Gotas liquidas microscépicas expresan una serie
fascinante de transformaciones cuando estan estabilizadas por una monocapa sélida en
su interfaz, la cual incluye formas icosaédricas y hexagonales. Nosotros estudiamos
la mecdnica de membranas delgadas, como por ejemplo la interfaz sélida, usando
modelaje computacional en tres dimensiones.
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