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Chapter 5

Sporadic simple groups

This chapter is devoted for a proof of Theorem C as the following.

Theorem C. If G is a finitely generated profinite group such that almost every nonabelian com-

position factor is isomorphic to a sporadic simple group and PG(s) is rational, then G/Frat(G) is

a finite group.

The list of sporadic simple groups with their orders and automorphism groups is de-

scribed in Table 5.1.

Note that if X is an almost simple group whose socle S is a sporadic group, then either

X = S or X = S · 2. If X = S then PX,S(s) = PS(s). If X = S · 2 then X/S ∼= C2, and so

PX(s) = PX,S(s)PX/S(s) = PX,S(s)
(

1− 1
2s

)
which implies that P(2)

X,S(s) = P(2)
X (s). This helps us analyse P(2)

X,S(s) easily from the knowl-

edge of X. Therefore, we will focus only on odd indices of subgroups of X. Let ΓX be

the set of useful subgroups of X of odd index, and let mX = min{|X : H| : H ∈ ΓX}.
Then mX is the index of a maximal subgroup of X. In order to apply our machinery, we

need to look for a prime divisor pX of mX such that if pX divides the index |X : H| of

some subgroup H ∈ ΓX, then vpX(mX) = vpX(|X : H|). Notice also that for any prime

p ∈ π(mX), if there is some H ∈ ΓX such that p||X : H|, then mX ≤ |X : H|. The list of

mX and all potential pX for all sporadic groups is included in Table 5.3.

Proof of Theorem C. Since there are only 26 sporadic simple groups, by Step 1 in Section

2.6, the set π(G) is finite. We have that
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PG(s) = ∏
i∈J

Pi(s)

where J is the set of indices i with Gi/Gi+1 non-Frattini. Let T be the set of almost simple

groups X such that soc(X) is a sporadic simple group and there exist infinitely many i ∈ J

with Xi
∼= X, and let I = {i ∈ J | Xi ∈ T }. By Proposition 2.6.3, the set J \ I is finite.

We have to prove that J is finite; this is equivalent to showing that I = ∅. For any almost

simple group X, let Ω(X) be the set of the odd integers m ∈N such that:

• X contains at least one subgroup Y such that X = Y · soc(X) and |X : Y| = m.

• if X = Y · soc(X) and |X : Y| = m, then Y is a maximal subgroup of X.

Note that if m ∈ Ω(X), X = Y · soc(X) and |X : Y| = m, then µX(Y) = −1; in particular,

bm(X) < 0. This implies that if m ∈ Ω(Xi) then bi,mri < 0. Certainly Ω(X) is not empty

and its smallest element is the smallest index mX of a supplement of soc(X) in X (see

Table 5.3). In a few cases, we need to know another integer nX in Ω(X), given in Table

5.4.

Since J \ I is finite and PG(s) = ∏i∈J Pi(s) is rational, also ∏i∈I Pi(s) is rational. This

implies from Lemma 1.2.5 that the product Q(s) = ∏i∈I P(2)
i (s) is also rational. For a

fixed prime p, let Λp = {i ∈ I | p ∈ π(P{2}i (s))}.
If i ∈ Λ31, then 31 divides |Si| and Si ∈ {J4, Ly, O’N, BM, M, Th}. Moreover 312 does

not divide |Si| so if n is odd, divisible by 31 and bi,n 6= 0 then n = xri and v31(x) = 1.

Let mi = nXi if Si
∼= Th, and mi = mXi otherwise. Since mi is the smallest odd number

divisible by 31 and equal to the index in Xi of a supplement of Si we get:

w = min{x ∈N | x is odd , v31(x) = 1 and bi,xri 6= 0 for some i ∈ I}

= min{x ∈N | x is odd , v31(x) = 1 and bi,xri 6= 0 for some i ∈ Λ31}

= min{mi | i ∈ Λ31}.

But then by Proposition 2.4.3, the following Dirichlet series is rational:

∏
i∈Λ31

(
1 +

bi,wri

(wri)s

)
.
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We have bi,wri < 0 if mi = w, bi,wri = 0 otherwise. By applying Corollary 2.5.5, we get that

{i ∈ Λ31 | mi = w} is a finite set, and this implies Λ31 = ∅.

Now consider Λ23. Since Λ31 = ∅, if i ∈ Λ23 then Si ∈ {M23, M24, Co1, Co2, Co3, Fi23,

Fi24
′}. We can repeat the argument used to proved that Λ31 = ∅. Let mi = nXi if Si

∼= Co1,

mi = mXi otherwise and let w = min{mi | i ∈ Λ23}. By applying Corollary 2.5.5, we get

that {i ∈ Λ23 | mi = w} is a finite set, and this implies Λ23 = ∅.

New we consider Λ11. Since Λ31 ∪Λ23 = ∅, if i ∈ Λ11, then Si ∈ {M11, M12, M22, J1,

HS, Suz, McL, HN, Fi22}. Let mi = nXi if Si
∼= Fi22 or Si

∼= Fi′24, mi = mXi otherwise

and let w = min{mi | i ∈ Λ11}. As before, by applying Corollary 2.5.5, we get that

{i ∈ Λ23 | mi = w} is a finite set, and this implies Λ11 = ∅. Continuing our procedure,

we consider Λ17: if i ∈ Λ17, then Si ∈ {J3, He} and we can take w = min{mXi | i ∈ Λ17}
and deduce that Λ17 = ∅. Next we take w = mX with soc(X) = Ru to prove Λ29 = ∅ and

finally we take w = mX with soc(X) = J2 to prove Λ7 = ∅. In conclusion, the set

I = Λ31 ∪Λ23 ∪Λ11 ∪Λ29 ∪Λ17 ∪Λ7

is empty, the Theorem follows.

Tables

Table 5.1: Sporadic simple groups

S |Out(S)| |S|
M11 1 24 · 32 · 5 · 11
M12 2 26 · 33 · 5 · 11
M22 2 27 · 32 · 5 · 7 · 11
M23 1 27 · 32 · 5 · 7 · 11 · 23
M24 1 210 · 33 · 5 · 7 · 11 · 23
J1 1 23 · 3 · 5 · 7 · 11 · 19
J2 2 27 · 33 · 52 · 7
J3 2 27 · 35 · 5 · 17 · 19
J4 1 221 · 33 · 5 · 7 · 113 · 23 · 29 · 31 · 37 · 43
HS 2 29 · 32 · 53 · 7 · 11
Suz 2 213 · 37 · 52 · 7 · 11 · 13
McL 2 27 · 36 · 53 · 7 · 11
Ru 1 214 · 33 · 53 · 7 · 13 · 29
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He 2 210 · 33 · 52 · 73 · 17
Ly 1 28 · 37 · 56 · 7 · 11 · 31 · 37 · 67
O’N 2 29 · 34 · 5 · 73 · 11 · 19 · 31
Co1 1 221 · 39 · 54 · 72 · 11 · 13 · 23
Co2 1 218 · 36 · 53 · 7 · 11 · 23
Co3 1 210 · 37 · 53 · 7 · 11 · 23
Fi22 2 217 · 39 · 52 · 7 · 11 · 13
Fi23 1 218 · 313 · 52 · 7 · 11 · 13 · 17 · 23
Fi′24 2 221 · 316 · 52 · 73 · 11 · 13 · 17 · 23 · 29
HN 2 214 · 36 · 56 · 7 · 11 · 19
Th 1 215 · 310 · 53 · 72 · 13 · 19 · 31
BM 1 241 · 313 · 56 · 72 · 11 · 13 · 17 · 19 · 23 · 31 · 47
M 1 246 · 320 · 59 · 76 · 112 · 133 · 17 · 19 · 23 · 29 · 31 · 41 · 59 · 71

Table 5.2: Maximal subgroups of odd index of sporadic
groups and their automorphism groups

Group Maximal subgroup Index

M11

M10
∼= A6 · 2 11

M9 : 2 ∼= 32 : Q8 · 2 5 · 11
M8 : S3

∼= 2 · S4 3 · 5 · 11

M12
M8 · S4

∼= 21+4 · S3 32 · 5 · 11
42 : D12 32 · 5 · 11

M12 · 2
21+4 · S3 : 2 32 · 5 · 11
42 : D12 · 2 32 · 5 · 11

M22
24 : A6 7 · 11
24 : S5 3 · 7 · 11

M22 · 2
24 : A6 : 2 7 · 11
25 : S5 3 · 7 · 11

M23

M22 23
PSL(3, 4) : 2 11 · 23
24 : A7 11 · 23
24 : (3× A5) : 2 7 · 11 · 23

M24

24 · A8 3 · 11 · 23
(26 · 3) · S6 7 · 11 · 23
26 · (S3 × PSL(2, 7)) 3 · 5 · 11 · 23

J1
23 : 7 : 3 5 · 11 · 19
2× A5 7 · 11 · 19
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J2
21+4 : A5 32 · 5 · 7
22+4 : (3× S3) 3 · 52 · 7

J2 · 2
21+4 · A5 · 2 32 · 5 · 7
22+4 : (3× S3) · 2 3 · 52 · 7

J3
21+4 : A5 34 · 17 · 19
22+4 : (3× S3) 33 · 5 · 17 · 19

J3 · 2
21+4 · S5 34 · 17 · 19
22+4 : (S3 × S3) 33 · 5 · 17 · 19

J4

211 : M24 112 · 29 · 31 · 37 · 43
21+12 · 3M22 : 2 112 · 23 · 29 · 31 · 37 · 43
23+12 · (S5 × PSL(3, 2)) 3 · 112 · 23 · 29 · 31 · 37 · 43

Co1

211 : M24 36 · 53 · 7 · 13
21+8 ·O+

8 (2) 34 · 52 · 7 · 11 · 13 · 23
22+12 : (A8 × S3) 36 · 53 · 7 · 11 · 13 · 23
24+12 · (S3 × 3S6) 35 · 53 · 72 · 11 · 13 · 23

Co2

210 : M22 : 2 34 · 52 · 23
21+8 : S6(2) 32 · 52 · 11 · 23
24+10 · (S5 × S3) 34 · 52 · 7 · 11 · 23

Co3

2 · S6(2) 33 · 52 · 11 · 23
24 · A8 35 · 52 · 11 · 23
22 · [27 · 32] · S3 34 · 53 · 7 · 11 · 23

Ly 3 ·McL : 2 53 · 31 · 37 · 67
2 · A11 33 · 54 · 31 · 37 · 67

Th 25 · PSL(5, 2) 38 · 52 · 7 · 13 · 19
21+8 · A9 36 · 52 · 7 · 13 · 19 · 31

Suz

21+6 ·U4(2) 33 · 5 · 7 · 11 · 13
35 : M11 39 · 5 · 7 · 13
24+6 : 3A6 34 · 5 · 7 · 11 · 13
22+8 : (A5 × S3) 35 · 5 · 7 · 11 · 13

Suz · 2

21+6 ·U4(2) · 2 33 · 5 · 7 · 11 · 13
35(M11 × 2) 39 · 5 · 7 · 13
24+6 : 3S6 34 · 5 · 7 · 11 · 13
22+8 : (S5 × S3) 35 · 5 · 7 · 11 · 13

Fi22

210 : M12 37 · 5 · 13
(2× 21+8 ·U4(2)) : 2 35 · 5 · 7 · 11 · 13
25+8 : (S3 × A6) 36 · 5 · 7 · 11 · 13

Fi22 · 2
210 : M12 : 2 37 · 5 · 13
(2× 21+8 ·U4(2) : 2) : 2 35 · 5 · 7 · 11 · 13
25+8 : (S3 × S6) 36 · 5 · 7 · 11 · 13

Fi23

2 · Fi22 34 · 17 · 23
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22 ·U6(2) · 2 37 · 5 · 13 · 17 · 23
211 ·M23 311 · 5 · 13 · 17
(22 × 21+8) · (3×U4(2)) · 2 38 · 5 · 7 · 11 · 13 · 17 · 23
26+8 : (A7 × S3) 310 · 5 · 11 · 13 · 17 · 23

Fi′24

211 ·M24 313 · 5 · 72 · 13 · 17 · 23 · 29
21+12 · 3U4(2) · 2 39 · 5 · 72 · 11 · 13 · 17 · 23 · 29
23+12 · (PSL(3, 2)× A6) 313 · 5 · 72 · 11 · 13 · 17 · 23 · 29
26+8 · (S3 × A8) 313 · 52 · 72 · 11 · 13 · 17 · 23 · 29

Fi′24 · 2

212 ·M24 313 · 5 · 72 · 13 · 17 · 23 · 29
21+12 · 3U4(2) · 22 39 · 5 · 72 · 11 · 13 · 17 · 23 · 29
23+12 · (PSL(3, 2)× S6) 313 · 5 · 72 · 11 · 13 · 17 · 23 · 29
27+8 · (S3 × A8) 313 · 52 · 72 · 11 · 13 · 17 · 23 · 29

O’N 4 · PSL(3, 4) : 2 32 · 72 · 11 · 19 · 31
43 · PSL(2, 31) 33 · 5 · 72 · 11 · 19 · 31

O’N.2 4 · PSL(3, 4) : 22 32 · 72 · 11 · 19 · 31
43 · (PSL(2, 31)× 2) 33 · 5 · 72 · 11 · 19 · 31

Ru 23+8 : PSL(3, 2) 32 · 53 · 13 · 29
2 · 24+6 : S5 32 · 52 · 7 · 13 · 29

He 26 : 3 · S6 5 · 73 · 17
21+6 · PSL(3, 2) 32 · 52 · 72 · 17

He · 2 24+4 · (S3 × S3) · 2 3 · 52 · 73 · 17
21+6 · PSL(3, 2) · 2 32 · 52 · 72 · 17

HS 43 : PSL(3, 2) 3 · 53 · 11
4 · 24 : S5 3 · 52 · 7 · 11

HS · 2 43 : (PSL(3, 2)× 2) 3 · 53 · 11
21+6 : S5 3 · 52 · 7 · 11

McL

U4(3) 52 · 11
M22 34 · 52

PSL(3, 4) : 2 34 · 52 · 11
2 · A8 34 · 52 · 11
24 : A7 34 · 52 · 11

McL · 2

U4(3) : 2 52 · 11
PSL(3, 4) : 22 34 · 52 · 11
2 · S8 34 · 52 · 11
22+4 : (S3 × S3) 34 · 53 · 7 · 11

HN 21+8 · (A5 × A5) · 2 34 · 54 · 7 · 11 · 19
23 · 22 · 26 · (3× PSL(3, 2)) 34 · 56 · 11 · 19

HN · 2 21+8 · (A5 × A5) · 22 34 · 54 · 7 · 11 · 19
23 · 22 · 26 · (3× PSL(3, 2)) · 2 34 · 56 · 11 · 19

BM

21+22 ·Co2 37 · 53 · 7 · 13 · 19 · 31 · 47
29+16 · S8(2) 38 · 54 · 7 · 11 · 13 · 19 · 23 · 31 · 47
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22+10+20 : (M22:2×S3) 310 · 55 · 7 · 13 · 17 · 19 · 23 · 31 · 47
23+(1·4)+1·2+(12·3) · (S5 × PSL(3, 2)) 311 · 55 · 7 · 11 · 13 · 17 · 19 · 23 · 31 · 47

M

21+24 ·Co1
311 · 55 · 74 · 11 · 132 · 17 · 19 · 29
·31 · 41 · 47 · 59 · 71

210+16 ·O+
10(2)

315 · 57 · 75 · 112 · 132 · 133 · 19 · 23
·29 · 41 · 47 · 59 · 71

22+11+22 · (M24 × S3)
316 · 58 · 75 · 11 · 132 · 17 · 19 · 29
·31 · 41 · 47 · 59 · 71

25+10+20 · (S3 × PSL(5, 2))
317 · 58 · 75 · 112 · 133 · 17 · 19 · 23
·29 · 41 · 47 · 59 · 71

23+6+12+18(PSL(3, 2)× 3S6)
317 · 58 · 75 · 112 · 133 · 17 · 19 · 23
·29 · 31 · 41 · 47 · 59 · 71

Table 5.3: Odd useful indices and potential primes

X mX pX
M11 11 11
M12 32 · 5 · 11 5, 11

M12 · 2 32 · 5 · 11 5, 11
M22 7 · 11 7, 11

M22 · 2 7 · 11 7, 11
M23 23 23
M24 3 · 11 · 23 11, 23

J1 5 · 11 · 19 5, 11, 19
J2 32 · 5 · 7 7

J2 · 2 32 · 5 · 7 7
J3 34 · 17 · 19 17, 19

J3 · 2 34 · 17 · 19 17, 19
J4 112 · 29 · 31 · 37 · 43 29, 31, 37, 43

HS 3 · 53 · 11 11
HS · 2 3 · 53 · 11 11
Suz 33 · 5 · 7 · 11 · 13 7, 11, 13

Suz · 2 33 · 5 · 7 · 11 · 13 7, 11, 13
McL 52 · 11 11

McL · 2 52 · 11 11
Ru 32 · 53 · 13 · 29 13, 29
He 5 · 73 · 17 17

He · 2 32 · 52 · 72 · 17 17
Ly 53 · 31 · 37 · 67 31, 37, 67

O’N 32 · 72 · 11 · 19 · 31 11, 19, 31
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O’N · 2 32 · 72 · 11 · 19 · 31 11, 19, 31
Co1 36 · 53 · 7 · 13 13
Co2 34 · 52 · 23 23
Co3 33 · 52 · 11 · 23 11, 23
Fi22 37 · 5 · 13 13

Fi22 · 2 37 · 5 · 13 13
Fi23 34 · 17 · 23 17, 23
Fi′24 313 · 5 · 72 · 13 · 17 · 29 11, 13, 17, 23, 29

Fi′24 · 2 313 · 5 · 72 · 13 · 17 · 29 11, 13, 17, 23, 29
HN 34 · 54 · 7 · 11 · 19 7, 11, 19

HN · 2 34 · 54 · 7 · 11 · 19 7, 11, 19
Th 38 · 52 · 7 · 13 · 19 13, 19
BM 37 · 53 · 7 · 13 · 19 · 31 · 47 13, 19, 31, 47
M 311 · 55 · 74 · 11 · 132 · 17 · 19 · 29 · 31 · 41 · 47 · 59 · 71 17, 19, 29, 31, 41, 47, 59, 71

Table 5.4: nX

X n(X)
Co1 34 · 52 · 7 · 11 · 13 · 23
Fi22 35 · 5 · 7 · 11 · 13
Fi′24 39 · 5 · 11 · 72 · 13 · 17 · 23 · 29
Aut(Fi′24) 39 · 5 · 11 · 72 · 13 · 17 · 23 · 29
Th 38 · 52 · 7 · 13 · 19 · 31
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