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A
Casimir force in terms of reflection coefficients

In this appendix we will show the calculations to rewrite the Lifshitz expression for
the Casimir force in terms of the reflection coefficients of the plates [110]. The re-
flection coefficients are expressed in terms of the Fresnel equations. The calculations
and expressions are partially based on Ref. [98]. We start with the original expression
found by Lifshitz (Equation 5.10 of this thesis and Equation 5.2 of Ref. [97]):

FC =
kBT

πc3
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n=0

′
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1

p2ξ3
n
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where T is the temperature, d the distance between the plates and kB and c Boltz-
mann’s constant en the speed of light respectively. The prime on the summation
mark indicates that the term with n = 0 is multiplied by 1

2 . For imaginary frequen-
cies ω = iξn = i 2kBT

~ n,
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‖, (A.3)

with k‖ the wave vector component tangential to the plates. If we multiply the nu-
merators and denominators in Equation A.1 by ξ2

n/c
2 and write out the expressions



110 Casimir force in terms of reflection coefficients

of p and s1,2, we find for the fractions
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where ε1,2 = ε1,2(iξn). We can simplify these expressions if we introduce qn =√
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When we apply the expressions above and use p dp = c2

ξ2n
k‖ dk‖, Equation A.1 looks

like
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For any further simplification we turn to the Fresnel equations for the reflection co-
efficients for the transverse electric and transverse magnetic waves [189], where θ0 is
the angle of incidence for a wave in vacuum reflecting on a medium with dielectric
permittivity ε:

rTE =
cos θ0 −

√
ε− sin2 θ0

cos θ0 +
√
ε− sin2 θ0

,

rTM =
ε cos θ0 −

√
ε− sin2 θ0

ε cos θ0 +
√
ε− sin2 θ0

. (A.9)

For an electromagnetic wave in vacuum sin θ0 = k‖c/ω, such that cos2 θ0 = 1 −
k2
‖c

2/ω2. By setting ω = iξn and multiplying by ξn/c, we arrive at ξn
c cos θ0 =
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If we compare this with the fractions in Equation A.8, we see that we can replace
them directly with the inverted reflection coefficients1. After some final transforma-
tions, we arrive at the expression for the Casimir force in terms pof the reflection
coefficients:
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(A.12)

1Actually, the fractions are inversely proportional to −rTE,TM, but since the reflection coefficient of
medium 1 is multiplied by the reflection coefficient of medium 2, the minus signs cancel out.
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[35] E. Verhagen, S. Deléglise, S. Weis, A. Schliesser, and T. J. Kippenberg, Nature
482, 63 (2012).

[36] P. W. Milonni, The Quantum Vacuum: An Introduction to Quantum Electrodynam-
ics (Academic Press, San Diego, 1993).

[37] H. B. G. Casimir, Proc. K. Ned. Akad. Wet. 51, 793 (1948).

[38] S. J. Minter, K. Wegter-McNelly, and R. Y. Chiao, Physica E 42, 234 (2010).

[39] J. Q. Quach, Phys. Rev. Lett. 114, 081104 (2015).

[40] B. C. Denardo, J. J. Puda, and A. Larraza, Am. J. Phys 77, 1095 (2009).

[41] E. D’Hoker and P. Sikivie, Phys. Rev. Lett. 71, 1136 (1993).

[42] D. J. Griffiths and E. Ho, Am. J. Phys. 69, 1173 (2001).

[43] J. Th. Overbeek and M. J. Sparnaay, Disc. Faraday Soc. 18, 12 (1954).

[44] M. J. Sparnaay, Physica 24, 751 (1958).

[45] B. V. Derjaguin and I. I. Abrikosova, Sov. Phys. JETP 3, 819 (1957).

[46] I. I. Abrikosova and B. V. Derjaguin, Sov. Phys. JETP 4, 2 (1957).

[47] S. K. Lamoreaux, Phys. Rev. Lett. 78, 5 (1997).

[48] J. S. Høye, I. Brevik, J. B. Aarseth, and K. A. Milton, Phys. Rev. E 67, 056116
(2003).

[49] G. Bimonte, Phys. Rev. A 78, 062101 (2008).

[50] A. O. Sushkov, W. J. Kim, D. A. R. Dalvit, and S. K. Lamoreaux, Nature Physics
7, 230 (2011).

[51] J. Laurent, H. Sellier, A. Mosset, S. Huant, and J. Chevrier, Phys. Rev. B 85,
035426 (2012).

[52] C.-C. Chang, A. A. Banishev, R. Castillo-Garza, G. L. Klimchitskaya, V. M.
Mostepanenko, and U. Mohideen, Phys. Rev. B 85, 165443 (2012).

[53] R. Castillo-Garza and U. Mohideen, Rev. Sci. Instrum. 84, 025110 (2013).

[54] R. Castillo-Garza, J. Xu, G. L. Klimchitskaya, V. M. Mostepanenko, and U. Mo-
hideen, Phys. Rev. B 88, 075402 (2013).

[55] G. Bimonte, E. Calloni, G. Esposito, and L. Rosa, Nucl. Phys. B 726, 441 (2005).

[56] I. Wilson-Rae, N. Nooshi, W. Zwerger, and T. Kippenberg, Phys. Rev. Lett. 99,
093901 (2007).



116 Bibliography

[57] F. Marquardt, J. P. Chen, A. Clerk, and S. Girvin, Phys. Rev. Lett. 99, 093902
(2007).

[58] O. Arcizet, P.-F. Cohadon, T. Briant, M. Pinard, and A. Heidmann, Nature 444,
71 (2006).

[59] A. Schliesser, R. Rivière, G. Anetsberger, O. Arcizet, and T. J. Kippenberg, Na-
ture Physics 4, 415 (2008).

[60] A. Schliesser, O. Arcizet, R. Riviere, G. Anetsberger, and T. Kippenberg, Nature
Physics 5, 509 (2009).

[61] T. Purdy, R. Peterson, P. Yu, and C. Regal, New J. Phys. 14, 115021 (2012).

[62] A. H. Safavi-Naeini, J. Chan, J. T. Hill, T. P. M. Alegre, A. Krause, and
O. Painter, Phys. Rev. Lett. 108, 033602 (2012).

[63] D. Kleckner, B. Pepper, E. Jeffrey, P. Sonin, S. M. Thon, and D. Bouwmeester,
Opt. Express 19, 19708 (2011).

[64] E. D. Black, Am. J. Phys. 69, 79 (2001).

[65] G. A. Phelps and P. Meystre, Phys. Rev. A 83, 063838 (2011).

[66] J. M. W. Milatz, J. J. van Zolingen, and B. B. van Iperen, Physica 19, 195 (1953).

[67] H. Hirakawa, S. Hiramatsu, and Y. Ogawa, Phys. Lett. A 63, 199 (1977).

[68] A. Hopkins, K. Jacobs, S. Habib, and K. Schwab, Phys. Rev. B 68, 235238 (2003).

[69] D. Kleckner and D. Bouwmeester, Nature 444, 75 (2006).

[70] W. B. Case, Am. J. Phys. 64, 215 (1996).

[71] C. H. Metzger and K. Karrai, Nature 432, 1002 (2004).

[72] H. J. Eerkens, F. M. Buters, M. J. Weaver, B. Pepper, G. Welker, K. Heeck,
P. Sonin, S. de Man, and D. Bouwmeester, Opt. Express 23, 8014 (2015).

[73] V. Braginsky, S. Strigin, and S. P. Vyatchanin, Phys. Lett. A 287, 331 (2001).

[74] T. Carmon, H. Rokhsari, L. Yang, T. J. Kippenberg, and K. J. Vahala, Phys. Rev.
Lett. 94, 223902 (2005).

[75] F. Marino and F. Marin, Phys. Rev. E 87, 052906 (2013).

[76] L. Bakemeier, A. Alvermann, and H. Fehske, Phys. Rev. Lett. 114, 013601
(2015).

[77] T. Kippenberg, H. Rokhsari, T. Carmon, A. Scherer, and K. Vahala, Phys. Rev.
Lett. 95, 033901 (2005).

[78] M. Ludwig, B. Kubala, and F. Marquardt, New J. Phys. 10, 095013 (2008).



117

[79] F. Marquardt, J. Harris, and S. Girvin, Phys. Rev. Lett. 96, 103901 (2006).

[80] F. Buters, H. Eerkens, K. Heeck, M. Weaver, B. Pepper, S. de Man, and
D. Bouwmeester, Phys. Rev. A 92, 013811 (2015).

[81] F. M. Buters, H. J. Eerkens, K. Heeck, M. J. Weaver, B. Pepper, P. Sonin,
S. de Man, and D. Bouwmeester, Phys. Scr. T165, 014003 (2015).

[82] J. Poirson, F. Bretenaker, M. Vallet, and A. Le Floch, JOSA B 14, 2811 (1997).

[83] M. Ludwig, Ph.D. thesis, Friedrich-Alexander-Universität, Erlangen-Nürnber
(2013).

[84] D. Rugar and P. Grütter, Phys. Rev. Lett. 67, 699 (1991).

[85] B. Pepper, Ph.D. thesis, University of California Santa Barbara (2014).

[86] J. A. Haringx, Philips Tech. Rev. 1, 16 (1947).

[87] G. M. Harry and the LIGO Scientific Collaboration, Class. Quantum Grav. 27,
084006 (2010).

[88] E. Serra, A. Borrielli, F. S. Cataliotti, F. Marin, F. Marino, A. Pontin, G. A. Prodi,
and M. Bonaldi, Phys. Rev. A 86, 051801 (2012).

[89] J. Liu, F. A. Torres, Y. Ma, C. Zhao, L. Ju, D. G. Blair, S. Chao, I. Roch-Jeune,
R. Flaminio, C. Michel, et al., Appl. Opt. 53, 841 (2014).

[90] R. A. Norte, Ph.D. thesis, California Institute of Technology (2014).

[91] M. J. Weaver, B. Pepper, F. Luna, F. M. Buters, H. J. Eerkens, G. Welker, B. Per-
ock, K. Heeck, S. de Man, and D. Bouwmeester, Appl. Phys. Lett. 108, 033501
(2016).

[92] D. Rugar, H. J. Mamin, R. Erlandsson, J. E. Stern, and B. D. Terris, Rev. Sci.
Instrum. 59, 2337 (1988).

[93] Q. P. Unterreithmeier, E. M. Weig, and J. P. Kotthaus, Nature 458, 1001 (2009).

[94] J. B. Marion and S. T. Thornton, Classical Dynamics of Particles and Systems (Har-
court College Publishers, 1995), 4th ed.

[95] D. J. Griffiths, Introduction to Electrodynamics (Prentice Hall, 1999), 3rd ed.

[96] F. M. Buters, K. Heeck, H. J. Eerkens, M. J. Weaver, F. Luna, S. de Man, and
D. Bouwmeester, Appl. Phys. Lett. 110, 104104 (2017).

[97] E. M. Lifshitz, Soviet Physics 2, 73 (1956).

[98] M. Bordag, G. L. Klimchitskaya, U. Mohideen, and V. M. Mostepanenko, Ad-
vances in the Casimir Effect (Oxford University Press, 2009).

[99] J. Schwinger, L. L. DeRaad, and K. A. Milton, Ann. Phys. 115, 1 (1978).



118 Bibliography

[100] P. W. Milonni, Phys. Rev. A 25, 1315 (1982).

[101] R. L. Jaffe, Phys. Rev. D 72, 021301 (2005).

[102] O. Kenneth, I. Klich, A. Mann, and M. Revzen, Phys. Rev. Lett. 89, 033001
(2002).

[103] J. N. Munday, F. Capasso, and V. A. Parsegian, Nature 457, 170 (2009).

[104] A. D. Phan and N. A. Viet, Phys. Rev. A 84, 062503 (2011).

[105] S. M. Rytov, Theory of Electrical Fluctuations and Thermal Radiation (Academy of
Sciences Press, Moscow, 1953).
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Samenvatting

Dit proefschrift bevat twee verschillende onderwerpen, die verbonden worden door
het begrip stralingsdruk. Stralingsdruk ontstaat wanneer (electromagnetische) stra-
ling tegen een object botst en daarbij van richting verandert of wordt geabsorbeerd.
Het verschil in impuls wordt overgedragen op het voorwerp dat hierdoor een kracht
ondervindt. Deze kracht is in het algemeen erg klein, waardoor het effect alleen
merkbaar is als er veel straling is, als het voorwerp erg klein is, of als het voorwerp
goed geı̈soleerd is van andere invloeden. Een bekend voorbeeld van stralingsdruk
is de staart van een komeet. Die beweegt niet achter de komeet aan, zoals in eer-
ste instantie verwacht, maar wijst altijd van de zon af door de stralingsdruk die het
licht van de zon levert op het gas dat de staart van de komeet vormt. In het lab
kan stralingsdruk ook gemeten worden, of zelfs worden gebruikt om de beweging
van mechanische resonatoren te beı̈nvloeden. Als de resonator klein genoeg is, kan
deze significant worden afgeremd of juist aangedreven. Deze interactie wordt on-
derzocht in het eerste deel van dit proefschrift. Dat straling in zijn vacuümtoestand
ook druk kan uitoefenen wordt aangetoond door het Casimireffect. Dit effect wordt
bestudeerd in het tweede deel van dit proefschrift. Specifiek richten we ons op de
invloed van supergeleidende materialen op de sterkte van de Casimirkracht.

Optomechanica

In het vakgebied optomechanica wordt gebruikt gemaakt van stralingsdruk veroor-
zaakt door de reflectie van licht om de beweging van een microscopische resonator
te beı̈nvloeden. Deze koppeling biedt de mogelijkheid om de kwantummechanische
eigenschappen van het licht over te brengen op de resonator. Hierdoor zou het in
de toekomst mogelijk kunnen worden om de kwantummechanische eigenschappen
van relatief grote objecten te onderzoeken.

De grootte van de resonator kan sterk verschillen, net als de frequentie van het
gebruikte licht. In ons system gebruiken we een spiegeltje met een diameter van
80µm dat via vier silicium nitride armpjes verbonden is met de buitenwereld. De
beweging van de spiegel valt te vergelijken met dat van een trampoline, vandaar
dat we spreken van een trampolineresonator. De spiegel weerkaatst infrarood laser-
licht met een golflengte van 1064 nm. Om de interactie te versterken plaatsen we een
tweede, vaste spiegel tegenover de trampolineresonator. De intensiteit van laserlicht
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gevat in deze optische trilholte is vele malen sterker dan de intensiteit van het licht
buiten de trilholte. Door de frequentie van het inkomende laserlicht te ontstemmen
ten opzichte van de resonantiefrequentie van de trilholte, is het mogelijk de resona-
tor af te remmen of aan te drijven. Omdat het laserlicht erg weinig ruis heeft, kan
je er een lage effectieve temperatuur aan toekennen. Koppeling van de trampoline
resonator met dit bad resulteert in een verminderde ruis in de beweging van de re-
sonator en daarmee een lagere effectieve temperatuur, waardoor we het niet alleen
kunnen afremmen maar ook kunnen koelen. Het mechanisme dat we hiervoor ge-
bruiken heet optisch zijbandkoelen. Hoofdstuk twee van dit proefschrift toont aan
hoe dit mechanisme werkt en hoe wij dit toepassen in onze opstelling.

We gebruiken de optomechanische interactie ook om de resonator aan te drijven.
In hoofdstuk drie laten we zien dat de amplitude zo’n 450 keer vergroot kan worden
ten opzichte van de thermische beweging op kamertemperatuur. Het systeem laat
zich goed beschrijven door de gekoppelde bewegingsvergelijkingen van de mecha-
nische spiegel en de optische trilholte. Dit toont de ongevoeligheid van ons systeem
voor absorptie van licht.

Het optisch zijbandkoelen van de spiegel is gelimiteerd door mechanische tril-
lingen die ruis in het spectrum veroorzaken, zodanig dat de beweging van de spie-
gel bij zekere koelfactor niet meer waarneembaar is. Om de trampolineresonator te
isoleren van deze trillingen, hebben we hem omringd met een tweede trampolinere-
sonator, zodat een genestelde resonator ontstaat. De isolatie van de buitenresonator
wordt geschat op zo’n 80 dB. Met deze constructie zijn we in staat om een effectieve
temperatuur van 23 mK te bereiken vanaf kamertemperatuur. De beweging van de
buitenresonator beı̈nvloedt echter ook de stabiliteit van de optische trilholte, wat
weer een nadelig effect heeft op de mogelijkheid om optisch te koelen. Het is dus
belangrijk de beweging van de buitenresonator te dempen. Dit kan met behulp van
een fiberoptische interferometer om de beweging uit te lezen en terugkoppeling op
basis van ofwel de elektrostatische ofwel de diëlectrische kracht. Beide mogelijkhe-
den worden onderzocht in hoofdstuk vier.

Casimireffect

Het vacuüm is niet leeg en bevat nog altijd electromagnetische straling. Hierdoor
kunnen voorwerpen in vacuüm toch stralingsdruk ondervinden. Dit wordt aange-
toond door het Casimireffect, de kracht die twee ongeladen voorwerpen in elkaars
nabijheid ondervinden. Deze kracht is over het algemeen heel zwak en wordt al-
leen significant als de twee voorwerpen dicht bij elkaar staan, op een afstand van
niet meer dan een paar micrometer. De sterkte van de kracht hangt verder af van
de hoeveelheid reflectie of absorptie die de electromagnetische straling ondervindt
aan het oppervlak van de voorwerpen en is dus materiaalafhankelijk. De reflectie en
absorptie van een materiaal worden bepaald door zijn diëlectrische permittiviteit.
Die kan gemeten worden, maar alleen voor bepaalde frequenties binnen het elec-
tromagnetische spectrum, afhankelijk van de beschikbaarheid van stralingsbronnen
en detectoren. Het bereik van frequenties die bijdragen aan de kracht is echter heel
groot. In principe zijn dit alle frequenties tot een zekere afsnijdfrequentie, die geen
bijdrage meer levert omdat de bijbehorende golflengte kleiner is dan de atomen van
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het materiaal. In veel gevallen is het bereik van frequenties die bijdragen aan de Casi-
mirkracht dus groter dan het bereik van frequenties waarbij de diëlectrische permit-
tiviteit bekend is. Om toch een berekening van de kracht te kunnen maken, wordt de
gemeten diëlectrische permittiviteit geëxtrapoleerd met behulp van modellen. Twee
modellen zijn in omloop en discussie bestaat welke het beste gebruikt kan worden.
Het grote verschil is de invloed van de weerstand van de vrije elektronen in het ma-
teriaal. Het Drudemodel zegt dat dit mee moet worden genomen in het bepalen van
de reflectiviteit en daarmee de Casimirkracht, terwijl het volgens het plasmamodel
juist weggelaten moet worden. Voor veel materialen waartussen in het verleden de
kracht is gemeten leiden de modellen tot een minimaal verschil in de kracht en zijn
precisiemetingen met zeer betrouwbare kalibratie noodzakelijk.

Om dit laatste punt wat te versoepelen is voorgesteld om de Casimirkracht te me-
ten tussen supergeleidende materialen. Van deze materialen is bekend dat de weer-
stand van de vrije elektronen wegvalt. Een verschil in de kracht boven en onder de
kritische temperatuur van de supergeleider zal er dus op duiden dat het Drudemo-
del de voorkeur heeft, een afwezigheid van dit verschil duidt op het plasmamodel.
Een absolute meting van de kracht is dus niet zeer noodzakelijk, zolang aangeno-
men kan worden dat er verder niets in het systeem verandert met temperatuur. In
hoofdstuk vijf van dit proefschrift wordt de Casimirkracht tussen supergeleidende
materialen berekend.

Hoewel berekeningen vaak uitgaan van twee parallele platen in elkaars nabij-
heid, is het perfect parallel uitlijnen van twee platen op een afstand van ongeveer
een micrometer experimenteel uitdagend. Net als veel opstellingen gebruiken wij
daarom een bol-plaatgeometrie, waarbij een polystyreen bol met een straal van 100µm
boven een vlakke plaat wordt gepositioneerd. Zowel bol als plaat zijn voorzien van
een laag van 200 nm van het gewenste materiaal. In dit proefschrift is de bol bedekt
met een goudlaag, terwijl de plaat ofwel een goudlaag ofwel een niobium-titaan-
nitridelaag heeft. De metingen tussen twee goudlagen worden gebruikt ter kali-
bratie en demonstratie van onze opstelling en meetmethode. Wij gebruiken de su-
pergeleider niobium-titaan-nitride vanwege zijn hoge kritische temperatuur en zijn
ongevoeligheid voor oxidatie.

De bol zit vast aan een microscopische hefboom, zoals gebruikt in atoomkracht-
miscroscopie. Een kracht op de bol leidt tot een uitwijking van de hefboom, wat
wordt uitgelezen via fiberinterferometrie. De techniek achter fiberinterferometrie
wordt beschreven in hoofdstuk zes van dit proefschrift, net als enkele andere ex-
perimentele details. Het meten van de Casimirkracht heeft nogal wat voeten in de
aarde. De grootste uitdaging is de accurate kalibratie van de afstand tussen de twee
oppervlakken en van de krachtsensor die gebruikt wordt. Bovendien wordt de Casi-
mirkracht vaak overschaduwd door de elektrostatische kracht, die ontstaat door een
verschil in uittreedpotentiaal tussen de twee oppervlakten. Het is dus noodzake-
lijk om voor deze kracht te compenseren, maar het kan ook gebruikt worden om de
opstelling te kalibreren. In tegenstelling tot de Casimirkracht is de elektrostatische
kracht afhankelijk van de spanning tussen de bol en de plaat. Door die spanning te
moduleren op een bepaalde frequentie, kunnen we de beide krachten onderscheiden
en de bekende elektrostatische kracht gebruiken voor kalibratie van de krachtsensor
en de afstand. Het verschil in uittreedpotentiaal kan op deze manier ook worden
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gecompenseerd. Het voordeel van onze meetmethode is dat de kalibratie tegelijk
geschiedt met de Casimirkrachtmeting, waardoor we minder gevoelig zijn voor ver-
anderingen in de kalibratie over tijd. In hoofdstuk zeven van dit proefschrift laten
we zien hoe onze kalibratiemethode werkt en dat we daarmee succesvol de Casimir-
kracht tussen twee gouden oppervlakten kunnen meten.

De Casimirkrachtmetingen tussen goud en niobium-titaan-nitride staan beschre-
ven in hoofdstuk acht. Hier vinden we op kamertemperatuur dat de hoge weerstand
van dit materiaal leidt tot een groot verschil tussen het Drude- en plasmamodel. Ac-
curate metingen van de Casimirkracht lijken aan te tonen dat het gebruik van het
Drudemodel meer overeenkomt dan het plasmamodel. Op lage temperatuur is de
Casimirkracht significant sterker dan we verwachten op basis van optische reflec-
tiemetingen. Dit lijkt geen effect te zijn van de supergeleidende toestand aangezien
deze toename ook te zien is op enkele Kelvin boven de kritische temperatuur van
de supergeleider. We kunnen niet uitsluiten dat het effect een technische oorsprong
heeft. Rond de supergeleidende overgang van niobium-titaan-nitride zien we geen
verschil in de Casimirkracht. Dit zou kunnen duiden op een betere overeenkomst
met het plasmamodel, maar gezien de onverklaarde toename van de kracht bij lage
temperatuur zijn we voorzichtig deze conclusie te trekken.

Vooralsnog is de gevoeligheid van de metingen gelimiteerd tot eenzelfde orde
van grootte als het maximale verwachte effect van de supergeleidende overgang.
Om de gevoeligheid te vergroten wordt in hoofdstuk negen de mogelijkheid onder-
zocht om een optomechanische trilholte, zoals beschreven in het eerste deel van dit
proefschrift, te gebruiken als krachtsensor. De gevoeligheid zal hiermee vele malen
kunnen toenemen.
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