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� � ������ �������� -8�/	 ,� �� " ����� �� � ����� ��� 
� ����������
(a, d) �
� ����� ���  ������� �����
����� ��
��� ���� �
 ������" ���� ��
��� ��� ����
�
��
��������  
�� �
� ������	
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	 ���� ���� ��	
�����	��� cbc = 0 �� cbc > 0� �������� ����� ������� ����� ���� �� ��� ���������
���
�	 ����� �
�������
� ���	�� ��
��� �	 �	� ����� ���� ����

� � ��� �����	�	�
��	����
!��
�	 �� ��� �����
�
�� ��	

�
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	���
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	 "#$%� ��
�� �	���� cmc(a, d) �=
0 ��� ��� ���	
��� ���
�	� a ≈ 1 �	
 a ≈ 0�

��� ������	�� �� �����	��� cbc = 0 ��� ������� ������
 �� ��� ����� ���
 ��
&��	�� "�'% �� ������
�� ���� ��	��������
� ����� ��� �
		�
 ��� 0 < d � 1� �	
����
������ ��� ����� ������ �� d �	� ��	 	������ ��� 

(��
�	 ���� 
	 ���$�$ �	
 ���
�������
�� �� ��� ���
� �� ���� ���� ��� 
��
���
�� �� ��� �������)�� ���� ���	��
�
�	�� ��
� ��	���

��� ��� ���� ���� �������)��� ���� �� ���
���� ��	���	
� 
� ����
�������

�	 ��� ����� ��	
� 
	 ���� �� 
������ �	 
	��
�
�� �������
� ��	������
�	 
	����
	�
��*���
�	� �� 
����
�� � ���	�� �������	�� �����
�	 ���� ���	

	� �
�������
� ���	��
���� ���
���� ��
� ������ �� �� ���� ��� ��� �����	�� �� ���� ���	�� ���	 � ������

	�+���
�� 
� �
�����
� ��
� ��	��+��	��� 
���
�� ��� �����	�� �� �������
	� �
�������
�
���	���

��� ��������� ���
��� ����� ����� ��� ������	�� ����� ���� ��	����� �����
�
��� ���	�� ��
	�� (0, 0) �	
 (1, 0)� ,��� ����� ���	��� �� 	��
 ��� 
��
���� ��������
��

����
��
 ����� �� 

��
	��
�� ������	 ��� ��� ������

��������� �	��
� �	� �� ��� ��
	 �����	� ��� ��� 
	������ 
	 ����� �
�������
�
���	�� 
� ���� ���� �����	� �����	
��� �
� ��
�� ��� ������ ������	���� ������ u = 0
�	
 u = 1 ��	 �����
 ���������� ��� 
���
	� ���	 ������ ��� ��
���� 
	���
�	
����� ��� ����-�
 ���� ��������
�	� .� ��
	� �
�
��� ����	
+��� �� 
	 "$'/%� ��
���
��� 
� �����
 �� ����
��� �� ��	������ �	�
�� �����
�	� ��	�
��
	� �� � �
��� �������
	�
�
�������
� ���	� ��		���
�	 ������	 ��� ������	���� �+�
�
��
�� u ≡ 0 �	
 � � 
���
�

� 
	�����

��� ����� ���� ����

�� �
�� � ���� �������
	� �
�������
� ��		���
�	
������	 � ���
�

� 
	�����

��� ����� �	
 ��� ������	���� �+�
�
��
�� u ≡ 10 ���
1
���� ��'� ��� ������
	� ����� ����� ��� ����
�
�	 
� ���	 � �
		�
 ��	��������
�
���	� ���� ��		���� 0 �
�� 1� 2� ���� ���	 ���� �� 	����
����� ���
�� ��� ��
���	��
�� ����� �����
�	� 
	 ��� ��������� ���
�	� ���

���
 �� ��� ������ 
�������
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�
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�
������������
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��� ������� ���� ��� ,�������	
� ����	
!� 
�
�	 ��� 5�
�	�
)� 6������� 7,2�8 7���	� 9'#�:'��9$�8� ;< ��-	����
��� �������
���� ��� ,�������	
� ����	
!��
�	 ��� 5�
�	�
)� 6������� 7,2�8 7���	� 9$'�::$�':�8�

��� ���� ��	
��	

��� 
	������ ���� 
� 
	 ��� ����
�� 

(���	�
�� �+���
�	

ẋj(t) = d
[
xj−1(t)− 2xj(t) + xj+1(t)

]
+ g

(
xj(t); a

)
7����$8



���� ���� ��	
��	 ��

������ �	
� �
������� ��
�� 
� ��	�	�� �
�������� 
� � ���������������� �����
����� ��
��
�
������
� ������� ��� �
�
����
�� ����������� u ≡ 0 ��� � �� ���
��� ������������
����� ���� �
������ ���� � ��������������� �����
����� �
������
� ������� ��� �� ���
���
����� ��� ��� �
�
����
�� ����������� u ≡ 1	

 
��� 
� ��� 
����������
��� �������! �	�	! j ∈ Z	 "�� �������� �
���������# �� �$ ������#
����� �#

g(u; a) = u(1− u)(u− a), ��	�	��

���� a ∈ (0, 1)	 %�� ������� �
����� �
������� �����
����� ���
��
�
��� ���������� ����
�
����
�� �
 ��� &'( ��	�	��	 )��� �
����
�� ��� �� ������� �� ��� �
��

xj(t) =

⎧⎨⎩ Φu(j − ct) �� j �� ����,

Φv(j − ct) �� j �� 
��,
��	�	
�

�
� �
�� ����� ��� c ∈ R ��� R
2������� ���� �
*��

Φ = (Φu,Φv) : R→ R
2. ��	�	+�

)����������� ���� ,����- ���
 ��	�	�� �� 
����� ��� ���������� ���� �#����

−cΦ′u(ξ) = d
[
Φv(ξ − 1)− 2Φu(ξ) + Φv(ξ + 1)

]
+ g

(
Φu(ξ); a

)
,

−cΦ′v(ξ) = d
[
Φu(ξ − 1)− 2Φv(ξ) + Φu(ξ + 1)

]
+ g

(
Φv(ξ); a

)
.

��	�	.�

/ 
� ����
������ ��� ������
��

G(u, v; a, d) =

⎛⎝ G1(u, v; a, d)

G2(u, v; a, d)

⎞⎠ =

⎛⎝ 2d(v − u) + g(u; a)

2d(u− v) + g(v; a)

⎞⎠ , ��	�	0�

�� ��� ���� ��# �����
���# �
����
�

(Φu,Φv)(ξ) =
(
u, v

)
��	�	1�



�� ������� �	 
�����
���� ���������� �����

�� ������	 
��� �
����� ��� �������
� 
�����
�� ���
����

G(u, v; a, d) = 0. ������	

��� ���� ������
���� ��
��

 ��� ���� ���
���� �� ��������� �� ����� ��� ��� ��������
���� �� �!�� �� ��"��� �� ��


��#� 
 ������ �� ��� ����������� ���
 ���� 
�
�����$
 ����  � �� �� ��� %��� ������ ���� � &� �
������
�$ ����� �'���� 
 ������ Ωbc ��
��� (a, d)(��
�� ���  ���� ��� ��
��
��� ��
�������� �����
 (u̇, v̇) = G(u, v; a, d) �
�

 ��
��� ����������


(
ubc(a, d), vbc(a, d)

)
��
� �
� �� ����������� 
� 
 ������

���

����������
 ��
�� ��� ��� )*+ �����,	�

����������� 	
	
� ���� ����	
 ����� �'���� 
 ���������� ���!� dbc : [0, 1] → [0, 1
24 ]

 ��� dbc(
1
2 ) =

1
24 
�� dbc(1−a) = dbc(a) �� ��
� ��� �!��� 0 ≤ d < dbc 
�� 0 < a < 1

��� �����
 ������	 �
� ���� �������� ���������
 (u, v) ∈ [0, 1]2� -���  ������

Ωbc = {0 < d < dbc(a) 
�� 0 < a < 1}, �����.	

����� �'��� C∞(�
���� 

��

(ubc, vbc) : Ωbc → (0, 1)2 �����,�	

 ��� ubc < a < vbc �� ��
� ��� �!��� (a, d) ∈ Ωbc  � �
!�

G
(
ubc(a, d), vbc(a, d); a, d

)
= 0 �����,,	

��������  ���

detD1,2G
(
ubc(a, d), vbc(a, d); a, d

)
> 0, TrD1,2G

(
ubc(a, d), vbc(a, d); a, d

)
< 0.

�����,�	

/� ���� ��
� ��� ��
��
���� �����,,	(�����,�	 
�� 
��� !
��� ���� ����
���� ���
������

��� ����(��
�� (ubc, vbc) �� ��� 
�������

��� ���������
 (0, 0) 
�� (1, 1)�
/�  ��� �� ���������� ��  
!�� ��
� ������� ����� 
���( 
�� ������

��� ���������

��������� 0��� ���������$  � ��� ��� �� %�� ��������� �� ������	 ��
� �
����� ������ ���
1�� ��1 �����
�� ����������

lim
ξ→−∞

Φ(ξ) = (0, 0), lim
ξ→+∞

Φ(ξ) = (ubc, vbc), �����,�	

�� ��� 1�����1 �����
�� ����������

lim
ξ→−∞

Φ(ξ) = (ubc, vbc) lim
ξ→+∞

Φ(ξ) = (1, 1). �����,2	

��� ������ ���� ��


��#�� ��!��
� 3�� �
��� ���������� ��� �'������� 
�� ����������
�� ����  
!��� &� ���������� ���������� �� Ωbc ������� �� Tlow 
�� Tup  ���� ���
������

��� ��
!������  
!�� ������	 �'���  ��� ���#��� ������ clow > 0 
�� cup < 04
��� ������ ��2� /��� ��� �'������� �� ��� �����
������ clow ≥ 0 
�� cup ≤ 0$ �����
���������� ����� �������� ���
 ��� ������ ��!������ �� 5�6$ 627�



���� ���� ��	
��	 ��

������� ����� ���� ���	��
� ���
� ����� ���������� ����

clow : Ωbc → [0,∞), cup : Ωbc → (−∞, 0] �������


���� ������� ��� ��������� �
���
�����

��
 ���� ���
������� ��� ���� ����

Tlow = {(a, d) ∈ Ωbc : clow > 0},
Tup = {(a, d) ∈ Ωbc : cup < 0},

������ 


��� ��������� clow ��� cup �
� C∞!������ �� Tlow 
�������"��� Tup�

���
 ���
� ����� C∞!������ ���������

Φlow : Tlow →W 1;∞(R;R2), Φup : Tup →W 1;∞(R;R2), ������#


���� ���� ��
 ��� # ∈ {low, up} ��� ��� (a, d) ∈ T#$ ��� ���


(c,Φ) =
(
c#(a, d),Φ#(a, d)

)
������%


�����&�� ������
 �������
 ���� ��� '�����
� ��������� �������
 �� # = low �

������	
 �� # = up� (� ��������$ �� ��"� ��� ������������� ���)������ Φ′# >
(0, 0)�

����
 *�
 ��� # ∈ {low, up} ��� ��� (a, d) ∈ Ωbc \ T#$ ���
� ������ � ���!���
������
�������� Φ : R→ R

2 ���� �����&�� ������
 ���� c = 0 �������
 ���� ��� '�����
�
��������� �������
 �� # = low �
 ������	
 �� # = up�

��"
 +��, # ∈ {low, up} ��� (a, d) ∈ Ωbc ��� �������
 ��� c �= 0 �������
 ����
� �������� Φ ∈ W 1,∞(R;R2) ���� �����&�� ������
 �������
 ���� ��� '�����
�
��������� �������
 �� # = low �
 ������	
 �� # = up� ���� �� ���� ��"�
c = c#(a, d) ��� Φ = Φ#(a, d)(· − ϑ) ��
 ���� ϑ > 0� (� ��
������
$ �� ��"�
(a, d) ∈ T#�

�"
 +��, # ∈ {low, up} ��� (a, d) ∈ Ωbc ��� �������
 ��� ���!���
������ ��������
Φ : R → R

2 ���� �����&�� ������
 ���� c = 0 �������
 ���� ��� '�����
�
��������� �������
 �� # = low �
 ������	
 �� # = up� ���� �� ���� ��"�
(a, d) ∈ Ωbc \ T#�

-� ����
������ ����
����� ��� ��������� �� ��� ���� Tlow ��� Tup �� *���
� ��	�
(� ��
������
$ �� ��������� ������
 ���� �� ������� ��������� ���� �������� �� ��� ���'��
��
����� �����
� ���������� '� � ����
'���� �������� .� ����,��� �� ���� ��������
���"�
��� �� � �
�"������ �
 ��������
� �����
� ��� ��� ������ ������
 (a, d) ∈ Tlow�

���� �
�����
� ������ �� ��� �
����� ���� ���� ��� ��"�� �� ���� ���
 �� ����
��
����� �
� ��������
�� ���'�� ����
 ��� �������� �� ������
/ ��� 0�#$ ���� 	1�



up low

low up

bc ( low up)
0.46 0.48 0.50 0.52 0.54

a

0.032

0.034

0.036

0.038

0.040

0.042
d

Ωbc Tlow Tup
( 12 ,

1
24 )

Tlow Tup
d = dbc(a)

(ubc, vbc)
(
a, dbc(a)

)
= lim

d↑dbc(a)
(ubc, vbc)(a, d).

(u, v) =
(
ua(v), va(u)

)
,

ua(v) = v − g(v; a)

2dbc(a)
, va(u) = u− g(u; a)

2dbc(a)
.

γ±(a) =
1

3

[
a+ 1±

√
a2 − a+ 1− 6dbc(a)

]
.

c = 0
u = ua(v) v = va(u)

u = u
(
a, dbc(a)

)
v = v

(
a, dbc(a)

)

ua,r(v) = 2ua(v)− ubc

(
a, dbc(a)

)
, va,r(u) = 2va(u)− vbc

(
a, dbc(a)

)
.



���� ���� ��	
��	 ��

��� ��� a ∈ (0, 1)� 	
 ��	 �
��
 
�
 �

 �� ��

��
�
����

Ia = {(u, v) : u = ua(v) ��� v = va,r(u)}, ��������

	���� ��
 ��� ����
� ��
� 
�
 �������
�� ���
 v = v
(
a, dbc(a)

)
� �������� 
��
 
���

�

 �� ����
��
�� 	
 ��� 
�
 ��
���� �
��
�
�
�
�!


u∗(a) = max{u : 
�
�
 
"��
� (u, v) ∈ Ia 	�
� 0 ≤ u ≤ubc

(
a, dbc(a)

)
��� 0 ≤ v ≤ γ−(a)},

������#�

	���� ����	� �� 
� �
��
 
�
 ������ ����
���

Γ(a) = ua,r

(
γ+(a)

)
− u∗(a). ������$�

%�
 ���� �
��

��� ��

���

�
��� �� 
��� �
���
��� 	��� &
 ������
� ��� �����
��

�
�� '������ ��� ��	� 	
 ������ �
��� 
��
 �
 �
����
� 
�
 ��(
�
��
 &

	

� 
	�
���
���� ����
� �������

� 
� 
�
 ���
�&�
 �������� �� (0, 0) ��� 
�
 �
�&�
 �������� ��

�
 ���� �����)*�� +�
� Γ(a) > 0 ������ 
�
 ���
���� ����
� ��
 ���
�
� �� ���� � 	��

��
 ����
�
���� &

	

� 
�
�
 
	� ��������� ��
 &��� 
�� %��� ����
� 
�
 ��
,����
�
c �= 0� �������� 
��
 Tlow ���

� 
����
� 
�
 &������� ���!
 d = dbc(a)�

+
 	��� 
� 
�������
 
��
 
�
�
 �� �� 
��
�
��� ��(
�
��
 &

	

� �����
���
Γ(a) ��� ������
��� 
�
 ���� -./ �����)� 
� ��
� 	�

�
� c �= 0� 0��

�� 
�
 ���

���&�
� ���� �
,���
�  ��	�
��
 �� 
�
 ���!
� ������)���������� ��� �� �
��
 
	�
���
�������� 1� 
�
 �
�
� ����� 
�
 �
���� ���&�
� �� �����

 ���
������� ���

�
�
���
 �
�
������� ��!��!
� 
�����
�����

+
 ��
 ��	 �
��� 
� �������

 ��� ���� �
���
� 	���� ���!��
� �����
���� &�����
��� 
�
 �����


� �
����� Tlow ��� Tup 	�
�
 
�
 &�������
�� 	�!
� ��
����� 
��!
�
���
�� 	�
�
 clow > 0 �
��
�
�!
�� cup < 0�� 2�
� �
����� ���
��� � �
���&������� ��

�
 ���� (a, d) = ( 12 ,

1
24 )� 0� ����
���� 
�
 ����
�� (0, 0) ��� (1, 0) ��
 ��������
���

����
� ��� 
�
 �

� Tup �
��
�
�!
�� Tlow�

������� ����	 ��

 '������� %�
 �

� Tlow ��� Tup ��
���� 
�
 �����	��� ����
�
�
��

��� ��� 
��� (a, d) ∈ Tup 	
 ��!
 d > 1
8a

2� 	���
 ��� 
��� (a, d) ∈ Tlow 	
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��� �������� �
 �	����	��	� ��� ��� 0 < a < 1� �� Γ(a∗) > 0 ��� 
��	
0 < a∗ < 1� ��	� ��	�	 	
�
�
 ε > 0 
� ���� (a, d) ∈ Tlow ��� ��� (a, d) ∈ Ωbc ����
���	

0 < |a− a∗|+ |d− dbc(a∗)| < ε. ��������

��� ��	 ��	� ����! Γ(a) > 0 ����
 ��	�	�	� 1 − a > 0 �
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����� ��
�����# ���� �	 ���	 (0, 0) ∈ T up ��� (1, 0) ∈ T low�
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 �	 ���	 �	���	� ���� Γ(a) > 0 ����
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�� #� �	 �� ��	 
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	� �� G(u, v; a, d) = 0 �
 �
� �#���� �� ��	 �����	�	�
 (a, d)� * � ��
� �	
 �� 
���
 ���� ��� d
 1 ���
 	� �����
���! ��
 ��	 ����#�������# ����
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��		� ���
 �	%��� ��� ��	 �	%��� ���� ��	 ��
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+��	�	�� �	 ���! ���	 � ��������	 ��� �
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d± : [0, 1]→ [0,∞) �����0�

���� 
���
�! ��	 ��������% ����	���	
�

��� ,�� ��! 0 < a < 1 �	 ���	 ��	 	
���#�� 	
��	

���

d+(a) =
g′(a; a)

4
, �������

��%	��	� ���� ��	 ��	�����	


d−(a) = d−(1− a), d+(a) = d+(1− a) �������

��� ��	 ��	� ����! d−(a) < d+(a)� �� ��������� �	 ���	

d−(0) = d+(0) = d−(1) = d+(1) = 0 �������

��%	��	� ���� d−(
1
2 ) =

1
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d ↑ 1
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u↔ v
G(u, v; a, d) = 0 v > u

Ω− = {(a, d) : 0 < a < 1 0 < d < d−(a)},
Ω+ = {(a, d) : 0 < a < 1 d−(a) < d < d+(a)}

Ω−
v > u

d = d−(a)

Ω+

(a, a) d+(a)
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�
	 ��� ��� �������� (uD, vD) ���� ����������� 	
�
� ��� a = .45 �
��� ����
� ���
a = .5 ������ ����
�
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(uA, vA) : Ω− → [0, 1]2 (uB , vB) : Ω− → [0, 1]2, (uC , vC) : Ω− → [0, 1]2
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�
(�
���� ������� ��� ��

�#��� ����������


��� ���) ��� (a, d) ∈ Ω−
 ���� #� ��*�

G(u#(a, d), v#(a, d); a, d) = 0 �	
�
+�

��� �

 # ∈ {A,B,C}
 �� �
�� (a, d) ∈ Ω−� ���� ��� �����'

D1,2G(u#(a, d), v#(a, d); a, d) �	
�
,�

��� �#� ������
� ������*� �����*�
��� �� # = B �� ��� ������
� ������*� ��� ���
������
� ������*� �����*�
�� �� # ∈ {A,C}


���� ��� ��� 0 ≤ a ≤ 1 #� ��*� ��� ����������

(uA, vA)(a, 0) = (0, a), (uB , vB)(a, 0) = (0, 1), (uC , vC)(a, 0) = (a, 1).
�	
�
"-�

����� ��� ��� (a, d) ∈ Ω− #� ��*� ��� ��������

0 < uA(a, d) < uB(a, d) < uC(a, d) < a < vA(a, d) < vB(a, d) < vC(a, d).
�	
�
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(uB , vB)
(
a, d−(a)

)
= (uC , vC)

(
a, d−(a)

)
, ��������


���� ��	 
�� a ∈ [ 12 , 1] 
� �
��

(uA, vA)
(
a, d−(a)

)
= (uB , vB)

(
a, d−(a)

)
. ��������
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 ���	� ����� ���������� ���������

(uD, vD) : Ω+ → [0, 1]2 ��������
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� �
����� ��� �����
��� �	���	�����

���  ��! 
�� (a, d) ∈ Ω+� ���� 
� �
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G(uD(a, d), vD(a, d); a, d) = 0. ��������
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��� (a, d) ∈ Ω+# ���� ��� $
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D1,2G(uD(a, d), vD(a, d); a, d) ������%�

�
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�& ��� ��	����� ���
���� ������
����

���� ��	 
�� 0 ≤ a ≤ 1 
� �
�� ��� �&������

(uD, vD)
(
a, d+(a)

)
= (a, a). ��������

����� ��	 
�� (a, d) ∈ Ω+ 
� �
�� ��� �	&�	���

0 < uD(a, d) < a < vD(a, d) < 1. ������'�

���� ��	 
�� a ∈ [0, 1
2 ] 
� �
�� ��� �&������

(uD, vD)
(
a, d−(a)

)
= (uA, vA)

(
a, d−(a)

)
, ������(�


���� ��	 
�� a ∈ [ 12 , 1] 
� �
��

(uD, vD)
(
a, d−(a)

)
= (uC , vC)

(
a, d−(a)

)
. ������)�

����

��� 	
�
�
 ��	 
�� (a, d) ∈ Ω−# 
� �
�� ��� �&��������(
uA, vA

)
(a, d) =

(
1− vC , 1− uC

)
(1− a, d),(

uB , vB
)
(a, d) =

(
1− vB , 1− uB

)
(1− a, d),(

uC , vC
)
(a, d) =

(
1− vA, 1− uA

)
(1− a, d).

��������

"� 
&&�����# ��	 
�� (a, d) ∈ Ω+ 
� �
�� ��� �&������(
uD, vD

)
(a, d) =

(
1− vD, 1− uD

)
(1− a, d). ��������
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������ ��� �����	
� g(1− u, 1− a) = −g(u, a) ���
��� 	��	

G(1− u, 1− v; 1− a, d) = −G(u, v; a, d). ��������

�� ����	���� �� ���� G(u, v; a, d) = 0 �� ��� ��
� �� G(v, u; a, d) = 0� ��� �	�	����	�
����� ��

�� �
�� 	�� �
��
��� ���������
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  ��
 
���
	 �����
�� 	�� ������
 ���� a = 1
2 � �� ����� ���� �	 �� �����!
� 	� !�

��
� �"�
���	� �� ��
	���
�
� 	�� !���
���	�� 
��	� (uB , vB) ��� (uD, vD) 
�� �� 	��

��� u+ v = 1 ��� ��

��� �
�����
� ���� g′(u; 1

2 ) = g′(v; 1
2 ) = 0�

��������� ��	�
� #�
 ��� 0 ≤ d ≤ 1
24 �� ����

uB(
1

2
, d) = 1− vB(

1

2
, d), ������$�

���
� ��
 ��� 1
24 ≤ d ≤ 1

16 = d+(1/2) �� ����

uD(
1

2
, d) = 1− vD(

1

2
, d). ������%�

�� ����	���� �� ���� 	�� ����	�	���

uA(
1
2 ,

1
24 ) = uB(

1
2 ,

1
24 ) = uC(

1
2 ,

1
24 ) = uD( 12 ,

1
24 ) = 1

2 −
1
6

√
3,

vA(
1
2 ,

1
24 ) = vB(

1
2 ,

1
24 ) = vC(

1
2 ,

1
24 ) = uD( 12 ,

1
24 ) = 1

2 + 1
6

√
3.

������&�

����� �����	
���	
 ������ a = 0

�� 	��� ���	��� �� ����	
��	 	�� !
������ (uB , vB) ��� (uC , vC) �� ��
�	���� 	�
G(u, v; a, d) = 0 �� 	�� 
����� ���
� (a, d) ≈ (0, 0)� �� ��
	���
�
� �� �� ��

H(u, v; a, d) = G(u, 1 + v; a, d) ������'�

��� ��	�
���� 	�� (�
��� �� H ��
 ����� (u, v, a, d) �
� ���

�

�����
����� ��	��� ���
� �"��	 ����	��	� δa > 0� δd > 0 ��� ε > 0 	���	��
 ��	� �
����	��� dc : (0, δa)→ (0, δd) ��� � ����	��	 K ≥ 1 �� 	��	 	�� ��

����� ��
�� 	
���

��� #�
 ���
� 0 < a < δa ��� 0 < d < dc(a) 	�� �)��	��� H(u, v; a, d) = 0 ���
�
�����
� 	�� ��
�	���� �� 	�� ��	 {|u|+ |v| < ε}�

���� #�
 ���
� 0 < a < δa ��� dc(a) < d < δd 	�� �)��	��� H(u, v; a, d) = 0 ��� ��
��
�	���� �� 	�� ��	 {|u|+ |v| < ε}�

����� #�
 ���
� 0 < a < δa �� ���� 	�� ��	���	�∣∣∣∣dc(a)− 1

8
a2 − 1

32
a4
∣∣∣∣ ≤ Ka5. ��������
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	����	�
 ��

���� ��	 
�
	� 0 < a < δa �

 
������� H(u, v; dc(a), a) = 0 
�� �	
���
�� ��
 ��������(
uc(a), vc(a)

)
�� �

 �
� {|u|+ |v| < ε}� �
 
��
 �

 
������
�∣∣uc(a)− 1

2a
∣∣ ≤ Ka4,∣∣vc(a) + 1

4a
2 + 1

8a
3
∣∣ ≤ Ka4.

��������

�	����� H(u, v; a, d) =
(
H1(u, v; a, d), H2(u, v; a, d)

)T
�
 ��� ������


H1(u, v; a, d) = u2 − ua− u3 + u2a+ 2d+ 2dv − 2du,

H2(u, v; a, d) = −v − 2v2 + va− v3 + v2a+ 2du− 2d− 2dv.
��������

��	 ��	��
�� �� �� ��
 �

 ��
����� H2 = 0 �� 
�������
 v ��� �

� 	
���� H1 = 0 ����
�

 ��	��� ��	� �� � �����
 ���
 !���	�������

����� ������ "��# δ > 0 ��$��
���� ������ %

� �

	
 
&��� ��������� ε > 0 ���
K ≥ 1 ���
�

	 ���
 ���������

α0 : (−δ, δ)2 → R, α1 : (−δ, δ)2 → R, Rα;2 : (−δ, δ)3 → R ������'�

�
�� ������� �

 ��������� �	��
	��
��

��� ��	 
�
	� (u, a, d) ∈ (−δ, δ)3 �

 
������� H2(u, v; a, d) = 0 
�� � �����
 ��������
v = v∗ �� �

 �
� {|v| < ε}� %
�� �������� �� ���
� !�

v∗(u; a, d) = α0(a, d) + α1(a, d)u+ u2Rα;2(u; a, d). ��������

���� (��� �	�����
α0(a, d) = −2d− 2ad+ Sα0(a, d),

α1(a, d) = 2d+ Sα1
(a, d),

��������

�

 !�����
|Sα0

(a, d)| ≤ K(d2 + |d| a2),
|Sα1

(a, d)| ≤ K |d| (|a|+ |d|), ������)�

���
�

	 ���

|∂dSα0

(a, d)| ≤ K(|d|+ a2),

|∂dSα1(a, d)| ≤ K(|a|+ |d|)
������*�


��� ��	 ��� (a, d) ∈ (−δ, δ)2�

����� ��	 
�
	� (u, a, d) ∈ (−δ, δ)3 �
 
��
 �

 !�����

|Rα;2(u; a, d)|+
∣∣R′α;2(u; a, d)∣∣+ ∣∣R′′α;2(u; a, d)∣∣+ ∣∣R′′′α;2(u; a, d)∣∣ ≤ Kd2,

������+�
���
�

	 ���


|∂dRα;2(u; a, d)|+
∣∣∂dR′α;2(u; a, d)∣∣

+
∣∣∂dR′′α;2(u; a, d)∣∣+ ∣∣∂dR′′′α;2(u; a, d)∣∣ ≤ K |d| .

������,�



�� ������� �	 
�����
���� ���������� �����

������ ����������	
 ��� 
	���� �������� �	�� H2� �� �����	 ��� ���� ���	� ��������

α0 = −2d− 2dα0 + α0a+ α2
0a− 2α2

0 − α3
0,

α1 = 2d− 4α0α1 + 2α0α1a− 2dα1 + α1a− 3α2
0α1,

��������

��
����� ����

R2 = 2α0R2a+R2a+ α2
1a− 3α0α

2
1 − 2dR2 − 2α2

1 − 3α2
0R2 − 4α0R2

+(2α1R2a− 6α0α1R2 − 4α1R2 − α3
1)u

+(R2
2a− 3α0R

2
2 − 2R2

2 − 3α2
1R2)u

2

−3α1R
2
2u

3 −R3
2u

4.

������ �

!���� ���� ���	� �������� "�	 �� ��""����#��$ ���#�� %�� ����� a� d �	� u� ���	
 ����
����� ��&���	������ "��	��������� !�� ������� ��������� "�	 �����'��	��$ �� �����	��
�	 � ���	���� %�����	 �$ "������	
 !�$��� ����	���	��

(	 ����� �� �����	��� v %��� H1� �� ���	� ��� %�	"���	

J (u; a, d) = H1(u, v∗(u; a, d); a, d)

= β0(a, d) + β1(a, d)u+ u2
(
1 + a− u+Rβ;2(u; a, d)

)
,

��������

���"� %��"�� �� �� �����

β0(a, d) = 2d+ 2dα0(a, d),

β1(a, d) = −a− 2d+ 2dα1(a, d),

Rβ,2(u; a, d) = 2dRα;2(u; a, d).

������)�

*$ ����$�	
 � ���%� �� u ��� ��	��� ���� �	 �������� "�	 �� ����#��� ���	�%����	

�������� �	�� � 	����� %��� %�� ������ 	��� ��%��"����	��

����� ������ +�", δ > 0 ��-"��	��$ ������ !��	 ����� ����� "�	���	�� ε > 0 �	�
K ≥ 1 ��
����� ���� %�	"���	�

u∗ : (−δ, δ)2 → R, ζ0 : (−δ, δ)2 → R, Rζ;2 : (−δ, δ)3 → R ��������

���� �����%$ ��� %������	
 �����������

��� .�� �#��$ (ũ, a, d) ∈ (−δ, δ)3� �� ��#� ��� ���	���$

J (u∗(a, d) + ũ; a, d) = ζ0(a, d) + ũ2
[
1 +Rζ;2(ũ; a, d)

]
. ��������

���� /��	 �����	


u∗(a, d) = 1
2a+ d− 1

8a
2 + 1

2ad−
1
16a

3 + Su∗(a, d),

ζ0(a, d) = 2d− 1
4a

2 − da− 5d2 + 1
8a

3 + 1
4da

2 − 1
64a

4 + Sζ0(a, d),
��������



���� �����	
���� 
����	���� 
	����	�
 ��

��� ���	
�

|Su∗(a, d)| ≤ K
[
d2 + a2 |d|+ a4

]
,

|Sζ0(a, d)| ≤ K(a5 + |d|3 + d2 |a|+ |a|3 |d|), �
������

�������� ����
|∂dSu∗(a, d)| ≤ K

[
|d|+ a2

]
,

|∂dSζ0(a, d)| ≤ K(d2 + |d| |a|+ |a|3) �
������

���
 ��� ��� (a, d) ∈ (−δ, δ)2�

����� ��� ����� (ũ, a, d) ∈ (−δ, δ)3 �� ���� ��� ���	
�

|Rζ;2(ũ; a, d)| ≤ K(|a|+ |d|),∣∣∣R′ζ;2(ũ; a, d)∣∣∣ ≤ K |d|3 .
�
������

������ �� ���� �	���
� � ��� 	������	

Nβ;2;u∗(ũ; a, d) = ũ−2
[
Rβ;2(u∗ + ũ)−Rβ;2(u∗; a, d)−R′β;2(u∗; a, d)ũ

]
�
����!�

��� ũ �= 0" �������� ���� Nβ;2;u∗(0; a, d) =
1
2R

′′
β;2(u∗; a, d)� #��� ������ �� ��  �$%���

J (u∗ + ũ, a, d) = γ0(a, d, u∗) + γ1(a, d, u∗)ũ+
(
1 + a− 3u∗ +Rγ;2(ũ; a, d, u∗)

)
ũ2,

�
����&�
�	 ��� �

γ0(a, d, u∗) = β0 + β1u∗ + u2
∗[1 + a− u∗ +Rβ;2(u∗)],

γ1(a, d, u∗) = β1 + u2
∗[−1 +R′β;2(u∗; a, d)] + 2u∗[1 + a− u∗ +Rβ;2(u∗)],

Rγ;2(ũ; a, d, u∗) = (u∗ + ũ)2Nβ;2;u∗(ũ; a, d) +R′β;2(u∗; a, d)(2u∗ũ+ ũ2)

+Rβ;2(u∗; a, d).
�
����'�

(	 �  ��	� �� �
������ �� �����

|Nβ;2;u∗(ũ; a, d)|+
∣∣N ′β;2;u∗(ũ; a, d)∣∣ ≤ C ′1 �
������

�	
 ��	 � ����
|Rγ;2(ũ; a, d, u∗)|+

∣∣R′γ;2(ũ; a, d, u∗)∣∣ ≤ C ′2. �
����
�

)����	� γ1 = 0 ���
� �� ��� �*�
 %��	� %�����$

u∗ = −
1

2
β1 − au∗ +

3

2
u2
∗ −

1

2
u2
∗R
′
β;2(u∗; a, d)− u∗Rβ;2(u∗; a, d), �
������

���� ������ 	
��
��
� �� 
��� ��	
�
� ��� �
��	
�� �
��
��� ��� �
 �

 ������ 
� 
�� ���������

��������� 
� 
�� ���
 ���� ���� 
� 
�� ��������
��� ����� 
��� �������



�� ������� �	 
�����
���� ���������� �����

����� ��� � 	
��	� �
��� ���	���
 ���� �� ����� ��� ��� 
�
�
� ��

u∗(a, d, β1) = −
1

2
β1 +

1

2
aβ1 +

3

8
β2
1 −

1

2
a2β1 −

9

8
aβ2

1 −
9

16
β3
1 + S̃u∗(a, d, β1). ��������

�
 � ���
���� ������
 �
� �����
� ��� ��	
�∣∣∣S̃u∗(a, d, β1)
∣∣∣ ≤ C ′3

[
β4
1 + |a| |β1|3 + (a2 + d2)β2

1 + (|a|3 + |d|3) |β1|
]
. ��������

������
�����
� �������� �� �����


Ddu∗ = − 1
2∂dβ1 − 1

2u
2
∗∂dR

′
β;2(u∗; a, d)− u∗∂dRβ;2(u∗; a, d)

−aDdu∗ + 3u∗Ddu∗ − u∗R
′
β;2(u∗; a, d)Ddu∗ −Rβ;2(u∗; a, d)Ddu∗,

��������
����� ������ ��� ����
���∣∣∣∣Ddu∗ −

[
− 1

2
+

1

2
a+

3

4
β1

]
∂dβ1

∣∣∣∣ ≤ C ′4
[
d2 |β1|+ a2 + |a| |β1|+ β2

1

]
|∂dβ1| . ������ �

!��
� ��� ��	
��∣∣β0(a, d)− [2d− 4d2]
∣∣ ≤ C ′5d

2(|a|+ |d|),
|β1(a, d) + (a+ 2d)| ≤ C ′5d

2,
������"�

�������� ����
|∂dβ0(a, d)− [2− 8d]| ≤ C ′5 |d| (|a|+ |d|),
|∂dβ1(a, d) + 2| ≤ C ′5 |d|

������#�

�
� $
����

|Rβ;2(u∗; a, d)|+
∣∣R′β;2(u∗; a, d)∣∣+∣∣R′′β;2(u∗; a, d)∣∣+∣∣R′′′β;2(u∗; a, d)∣∣ ≤ C ′6 |d|

3
, ������%�

��� ������� ����
���� ������ �� �����
�

ζ0(a, d) = γ0
(
a, d, u∗(a, d)

)
,

Rζ;2(ũ; a, d) = a− 3u∗(a, d) +Rγ;2

(
ũ, a, d, u∗(a, d)

) ������&�

�
� ��
'	��
� ∂dζ0 ���������

����� �� ����������	 
���
� (� 
��� $��� ���� ��� 
�'

ũ �→ ũ
√
1 +Rζ;2(ũ; a, d) ��������

�� �
)������� ��� (ũ, a, d) ∈ (−δ, δ)3� �
 ����� �� $
� dc �� ��
�� �	*��� �� ���)�
ζ0(a, dc) = 0+ ����� ��)�� ��� $,��-'��
� '�����


dc =
1

8
a2 − 1

16
a3 +

1

128
a4 +

1

2
adc −

1

8
dca

2 +
5

2
d2c −

1

2
Sζ0(a, dc). ��������



���� �����	
���� 
����	���� 
	����	�
 ��

��� ���	
��� �
 ∂dSζ0 �����
���� ��� ��	���
�� �� � �
	��� �
��� �����	�
 ��� �
��� a�
��� ���	
��� �			� 
�� ������� 	
 � ���
���� ����	�
� ��	�	
� uc = u∗

(
a, dc(a)

)
�
�

vc = v∗
(
u∗(a, dc(a)); a, dc(a)

)
��� ����
�	�
� 	
 �	�� ������ �	������ �� �����	���	�
�

����� ��� ��	
 ��
�������� ������ a = 1/2

��� ���� ���� 	� �� �
���� ��� ��������� �� ��� �����	�
 ��� �� G(u, v; a, d) 
��� ���
��	�	��� ��	
� (a, d) = (1/2, 1/24) ����� ��� ���
���� (u#, u#) �	�� # ∈ {A,B,C,D}
��� ����	�� 	
 � ���� �	������	�
! ��� "	����� #�$ �
� #�%� &
 ����	�����' �� 	
�������
��� ���� �����	�


(ucp, vcp, acp, dcp) =
(
umin(

1
2 ), umax(

1
2 ),

1
12 ,

1
24

)
=

(
1
2 −

1
6

√
3, 1

2 + 1
6

√
3, 1

2 ,
1
24

) �#���%��

�������� �	�� ��� ��
��	�


Hcp(u, v; a, d) = G
(
ucp + u, vcp + v; acp + a, dcp + d

)
�#���%(�

�
� ��� ��� �� �����
	
� ��� )����� �� Hcp ��� ��	�� (u, v, a, d) ��� �
����

����������� 	
�
�
 ����� ��	�� ��
���
�� δa > 0' δd > 0 �
� ε > 0 �������� �	��
� ��
��	�
 ac : (−δd, 0) → (0, δa) �
� � ��
���
� K ≥ 1 �� ���� ��� ������	
� �����
�����

�	� "�� ����� 0 ≤ d < δd �
� �
� a ∈ (−δa, δa)' ��� �����	�
 Hcp(u, v; a, d) = 0 ���
����	���� �
� �����	�
 �
 ��� ��� {|u|+ |v| < ε}�

�		� "�� ����� −δd < d < 0 �
� a ∈ (−δa, δa) �	�� |a| > ac(d)' ��� �����	�

Hcp(u, v; a, d) = 0 ��� ����	���� �
� �����	�
 �
 ��� ��� {|u|+ |v| < ε}�

�			� "�� ����� −δd < d < 0 �
� a ∈
(
−ac(d), ac(d)

)
' ��� �����	�
 Hcp(u, v; a, d) = 0

��� ����	���� ����� �����	�
� �
 ��� ��� {|u|+ |v| < ε}�

�	�� "�� �
� −δd < d < 0' ��� �����	�
 Hcp(u, v; ac(d), d) = 0 ��� ����	���� ���
�����	�
� �
 ��� ��� {|u|+ |v| < ε}�

��� "�� �
� d ∈ (−δd, 0) �� ���� ��� ���	
���∣∣∣ac(d)−√−1152d3∣∣∣ ≤ Kd2. �#���%%�

&
 ����� �� ������ ��� �����	�
 	
�� �
 �*�	�
� ���
' �� 	
������� ��� ��
��	�
�
(h1, h2) �� ��	�	
�⎛⎝ h1(p, q; a, d)

h2(p, q; a, d)

⎞⎠ =

⎛⎝ 1 1

1 −1

⎞⎠Hcp

(
p+ q, p− q; a, d

)
, �#���%+�



�� ������� �	 
�����
���� ���������� �����

����� ��� �	 	
����
	� ��

h1(p, q; a, d) = − 1
3a+ 2ap2 − 6pq2 + 2aq2 − 2

3

√
3aq − 2p3 + 2

√
3pq,

h2(p, q; a, d) = − 2
3

√
3ap− 1

3q +
4
3

√
3d+

√
3p2 +

√
3q2 − 6p2q − 8dq + 4apq − 2q3.

��������
����	 h2 ���
���� � 
	�� 
��
 �� ���	�� �� q� �	 �	
 ��
 
� 	������
	 
��� 
������	 ��
�	������� h2 = 0�

����� �����	� ���� δ > 0 �� ��	�
�� ������ !�	� 
�	�	 	"��
 ����
��
� ε > 0 ���
K ≥ 1� 
��	
�	� ��
� #���
����

α0 : (−δ, δ)2 → R, α1 : (−δ, δ)2 → R, α2 : (−δ, δ)2 → R, Rα;3 : (−δ, δ)3 → R

������$�

��
 ��
��#� 
�	 #�������� %��%	�
�	��

��� &�� 	
	�� (p, a, d) ∈ (−δ, δ)3 
�	 	'��
��� h2(p, q; a, d) = 0 ��� � ���'�	 ����
���
q = q∗ �� 
�	 �	
 {|q| < ε}� !��� ����
��� �� ��
	� ��

q∗(p; a, d) = α0(a, d) + α1(a, d)p+ α2(a, d)p
2 + p3Rα;3(p; a, d). �����()�

���� *%�� ���
���

α0(a, d) = 4
√
3d+ Sα0

(a, d),

α1(a, d) = −2
√
3a+ Sα1

(a, d),

α2(a, d) = 3
√
3 + Sα2

(a, d),

�����(+�


�	 ������

|Sα0(a, d)| ≤ Kd2, |DSα0(a, d)| ≤ K |d| ,
|Sα1

(a, d)| ≤ K |a| |d| , |DSα1
(a, d)| ≤ K(|a|+ |d|),

|Sα2
(a, d)| ≤ K(|d|+ a2), |DSα2

(a, d)| ≤ K

�����(��

���� #�� ��� (a, d) ∈ (−δ, δ)2�

����� &�� 	
	�� (p, a, d) ∈ (−δ, δ)3 �	 ��
	 
�	 ������

|Rα;3(p; a, d)| ≤ K(|a|+ |p|), |Da,dRα;3(p; a, d)| ≤ K, �����(��


��	
�	� ��
� ∣∣∣R(i)
α;3(p; a, d)

∣∣∣+ ∣∣∣Da,dR
(i)
α;3(p; a, d)

∣∣∣ ≤ K �����(��

#�� ��� 1 ≤ i ≤ 6�



���� �����	
���� 
����	���� 
	����	�
 ��

������ ����������	
 ��� 
	���� �������� �	�� h2� �� �����	 ��� ���� ���	� ������ �

1
3α0 = 4

3

√
3d− 8dα0 +

√
3α2

0 − 2α3
0,

1
3α1 = − 2

3

√
3a+ 4α0a+ 2

√
3α0α1 − 6α2

0α1 − 8α1d,

1
3α2 =

√
3− 6α0 +

√
3α2

1 + 4aα1 − 6α2
1α0 + 2

√
3α0α2 − 6α2

0α2 − 8dα2,
��������

��
����� ����

Rα;3

3
=− 2α3

1 − 6α1 + 2
√
3α1α2 − 12α2α1α0 + 4aα2 + 2

√
3α0Rα;3 − 6α2

0Rα;3 − 8dRα;3

+
(√

3α2
2 − 6α2 − 6α2

1α2 − 6α0α
2
2 + 2

√
3α1Rα;3 − 12α0α1Rα;3 + 4aRα;3

)
p

+
(
2
√
3α2Rα;3 − 6α1α

2
2 − 6α2

1Rα;3 − 6R3 − 12α0α2Rα;3

)
p2

+
(√

3R2
α;3 − 2α3

2 − 12α2α1Rα;3 − 6α0R
2
α;3

)
p3

+
(
− 6α2

2Rα;3 − 6α1R
2
α;3

)
p4 − 6α2R

2
α;3p

5 − 2R3
α;3p

6.

������!�

"���� ���� ���	� ������ � #�	 �� ��##����$��% ���$�� &�� � ��� a� d �	� p� ���#�
%����� ��� ������� ���� �����

'	 ����� �� ��� �	��� q &�� h1� �� ���	� ��� &�	#���	

J (p; a, d) = h̃1(p, q∗(p; a, d), a, d) ��������

�	� �����	 ��� &������	
 �������	�����	�

��������� ��	�

� (�#) δ > 0 ��*#��	��% � ���� "��	 ����� ����� � #�	���	� K ≥ 1�
��
����� ���� &�	#���	�

β0 : (−δ, δ)2 → R, β1 : (−δ, δ)2 → R, β2 : (−δ, δ)2 → R, Rβ;3 : (−δ, δ)3 → R

������+�
���� �����&% ��� &������	
 �����������

��� ,�� �$��% (p, a, d) ∈ (−δ, δ)3 �� ��$�

J (p; a, d) = β0(a, d) + β1(a, d)p+ β2(a, d)p
2 + p3[16 +Rβ;3(p; a, d)]. ������-�

���� .��	 �����	


β0(a, d) = − 1
3a+ Sβ0

(a, d),

β1(a, d) = 24d+ Sβ1
(a, d),

β2(a, d) = −16a+ Sβ2(a, d),

�����+��



�� ������� �	 
�����
���� ���������� �����

��� ���	
�

|Sβ0
(a, d)| ≤ K |a| |d| , |DSα0

(a, d)| ≤ K(|a|+ |d|),
|Sβ1(a, d)| ≤ K(a2 + d2), |DSα1(a, d)| ≤ K(|a|+ |d|),
|Sβ2

(a, d)| ≤ K |a| (|d|+ a2), |DSα2
(a, d)| ≤ K(|a|+ |d|)

�
������
���
 ��� ��� (a, d) ∈ (−δ, δ)2�

����� ��� ����� (p, a, d) ∈ (−δ, δ)3 �� ���� ��� ���	
�

|Rβ;3(p; a, d)| ≤ K(|d|+ a2 + |a| |p|+ p2),∣∣∣R′β;3(p; a, d)∣∣∣ ≤ K(|a|+ |p|),

|Da,dRβ;3(p; a, d)|+
∣∣∣Da,dR

′
β;3(p; a, d)

∣∣∣ ≤ K,

�
����
�
�������� ���� ∣∣∣R(i)

β;3(p; a, d)
∣∣∣+ ∣∣∣Da,dR

(i)
β;3(p; a, d)

∣∣∣ ≤ K �
������

��� ��� 2 ≤ i ≤ 6�

������ �����������	 ����
�

β0 = − 1
3a−

2
3

√
3aα0 + 2aα2

0,

β1 = 4aα0α1 − 2
3

√
3aα1 − 6α2

0 + 2
√
3α0,

β2 = 4aα0α2 − 2
3

√
3aα2 + 2a− 12α0α1 + 2

√
3α1 + 2aα2

1,

�
������

�������� ����

Rβ;3 = 4aα1α2 − 6α2
1 − 12α0α2 + 2

√
3(α2 − 3

√
3)− 2

3

√
3aRα;3 + 4aα0Rα;3

+
(
2aα2

2 − 12α1α2 + 2
√
3Rα;3 + 4aα1Rα;3 − 12α0Rα;3

)
p

+
(
4aα2Rα;3 − 6α2

2 − 12α1Rα;3

)
p2

+
(
2aR2

α;3 − 12α2Rα;3

)
p3 − 6R2

α;3p
4.

�
������
��� 
�����
 ���� ���� !�	 �� 
���� �	�
 
���!��� ��� ����� �"#������	��

$� �##���	� � �� ���� ����� �� p ��� �	
�����
 %��
����! ��� �	 �
���&'� !�	
�� ��� �	���
� ��� �����!����	 !���� �	 (a, d) �#�!� !�	 �����%��	��� �� ���	
 ��

���� �	� ���	 ��� �� ��	�	� �%�����	 ��� ����� �� ��
�� ��� �� �������



���� �����	
���� 
����	���� 
	����	�
 ��

����� ������� ���� δ > 0 ��	��
��
� ���

� ��
� ��
�
 
����� � �������� K ≥ 1
���
��
� ���� ���������

ζ0 : (−δ, δ)2 → R, ζ1 : (−δ, δ)2 → R, ζ3 : (−δ, δ)2 → R ��������

�� 

p∗ : (−δ, δ)2 → R, Rζ;4 : (−δ, δ)3 → R ��������

���� ������� ��
 ��

����� !��!
���
��

��� "�� 
#
�� (p̃, a, d) ∈ (−δ, δ)3$ �
 ��#
 ��
 � 
�����

J (p∗(a, d)+ p̃; a, d) = ζ0(a, d)+ ζ1(a, d)p̃+ ζ3(a, d)p̃
3+ p̃4Rζ;4(p̃; a, d). ��������

���� %!�� �������

ζ0(a, d) = − 1
3a+ Sζ0(a, d),

ζ1(a, d) = 24d+ Sζ1(a, d),

ζ3(a, d) = 16 + Sζ3(a, d),

������&�

��
 '��� �

|Sζ0(a, d)| ≤ K(|a| |d|+ |a|3), |DSζ0(a, d)| ≤ K(|a|+ |d|),
|Sζ1(a, d)| ≤ K(a2 + d2), |DSζ1(a, d)| ≤ K(|a|+ |d|),
|Sζ3(a, d)| ≤ K(|a|+ |d|), |DSζ3(a, d)| ≤ K

�����&(�
��
 ��� �

 (a, d) ∈ (−δ, δ)2�

����� "�� 
#
�� (p̃, a, d) ∈ (−δ, δ)3 �
 ��#
 ��
 '��� �

|Rζ;4(p̃; a, d)|+
∣∣∣R′ζ;4(p̃; a, d)∣∣∣+ ∣∣∣R′′ζ;4(p̃; a, d)∣∣∣ ≤ K,

|Da,dRζ;4(p̃; a, d)|+
∣∣∣Da,dR

′
ζ;4(p̃; a, d)

∣∣∣ ≤ K.
�����&)�

������ *
 +��� ����� ��
 ��
 ��������

Nβ;3;p∗(p̃; a, d) = p̃−3
[
Rβ;3(p∗+p̃; a, d)−Rβ;3(p∗; a, d)−R′β;3(p∗; a, d)p̃−

1

2
R′′β;3(p∗; a, d)p̃

2
]

�����&��
��� p̃ �= 0$ ���� Nβ;3;p∗(0; a, d) =

1
6R

′′′
β;3(p∗; a, d)� ���� �

��� �� �� ���!��


J (p∗ + p̃; a, d) = γ0(a, d, p∗) + γ1(a, d, p∗)p̃+ γ2(a, d, p∗)p̃
2

+
[
16 +Rγ;3(p̃; a, d, p∗)

]
p̃3,

�����&��



�� ������� �	 
�����
���� ���������� �����

�� �����

γ0(a, d, p∗) =β0(a, d) + β1(a, d)p∗(a, d) + β2(a, d)p∗(a, d)
2

+ p3∗
[
16 +Rβ;3(p∗; a, d)

]
,

γ1(a, d, p∗) =β1(a, d) + 2β2(a, d)p∗

+ p3∗R
′
β;3(p∗; a, d) + 3p2∗

[
16 +Rβ;3(p∗; a, d)

]
,

γ2(a, d, p∗) =β2(a, d) +
1

2
p3∗R

′′
β;3(p∗; a, d) + 3p2∗R

′
β;3(p∗; a, d) + 3p∗

[
16 +Rβ;3(p∗; a, d)

]
,

�	
�
��


�������� ����

Rγ;3(p̃; a, d, p∗) = (p∗ + p̃)3Nβ;3;p∗(p̃; a, d) +
1
2 (3p

2
∗ + 3p∗p̃+ p̃2)R′′β;3(p∗; a, d)

+(3p∗ + p̃)R′β;3(p∗; a, d) +Rβ;3(p∗; a, d).

�	
�
��

�� ������� �� �	
�
��
 �� ����

|Nβ;3;p∗(p̃; a, d)|+
∣∣N ′β;3;p∗(p̃; a, d)∣∣+∣∣N ′′β;3;p∗(p̃; a, d)∣∣+∣∣N ′′′β;3;p∗(p̃; a, d)

∣∣ ≤ C ′1 �	
�
��


��� ����� ����

|Rγ;3(p̃; a, d, p∗)|+
∣∣R′γ;3(p̃; a, d, p∗)∣∣+ ∣∣R′′γ;3(p̃; a, d, p∗)∣∣+ ∣∣R′′′γ;3(p̃; a, d, p∗)∣∣ ≤ C ′2

�	
�
��

��� ����� |p̃|


������� γ2(a, d, p∗) = 0 ����� �� �  !��"#���� �$������ ��� p∗% ����� ��� � ���$��
����� �������� p∗(a, d) ���� ������ ��� &�����

|p∗(a, d)| ≤ C ′3 |β2(a, d)| ≤ C ′4a, |Da,dp∗(a, d)| ≤ C ′4. �	
�
��


'�� ������� ����� ������ &( �������

ζ0(a, d) = γ0
(
a, d, p∗(a, d)

)
,

ζ1(a, d) = γ1
(
a, d, p∗(a, d)

)
,

ζ3(a, d) = 16 +Rγ;3

(
0; a, d, p∗(a, d)

)
,

�	
�
��


�������� ����

Rζ;4(p̃; a, d) = p̃−1
[
Rγ;3

(
p̃; a, d, p∗(a, d)

)
−Rγ;3

(
0; a, d, p∗(a, d)

)]
�	
�
)**


��� p̃ �= 0 ���

Rζ;4(0; a, d) = R′γ;3
(
0; a, d, p∗(a, d)

)
. �	
�
)*)


+��� �� ��� �	
�
��
 �� ��� &����� �� Rζ;4 ��� ��� �����������




���� �����	
���� 
����	���� 
	����	�
 ��

����� �� ����������	 
���
� �� ����� 	� 
�� ���	� �� ����� 	
� �� ������ 
� ���� 	�
����� 	�� ���	��

ζ0(a, d) + ζ1(a, d)p̃+ ζ3(a, d)p̃
3 + p̃4Rζ;4(p̃, a, d) = 0,

ζ1(a, d) + 3ζ3(a, d)p̃
2 + 4p̃3Rζ;4(p̃, a, d) + p̃4R′ζ;4(p̃, a, d) = 0.

���������

������� 	�� ������ ��� 	��� 
� 
�� 	
� !� �����

p̃±(a, d) = ±
√
−d/2 + Sp̃±(a, d), ���������

�� 
���� 
� � ��
Sp̃±(a, d) ≤ C ′1(|a|+ |d|),
Da,dSp̃±(a, d) ≤ C ′1.

���������

"������� 	��� ��	� 	�� 
��	 ���� �� ��������� 
� �!	 ��

1

3
a = ±16d

√
−d/2 +O(d2 + |ad|+ |a|3 + a2

√
|d|), �������#�

���� 
���� 	�� ������� �$%������� ��� ac �����
��

����� ������	
 �� ��� 
���


&�� �	� 	��� 	� ��	 !���� "��%���	���� �����'����� ������ �%�� �����	��� %��%��	��� ��
	�� ��!�� g(u; a)� (�  %��% � 	���) 
� ��	������ 	�� ��	 	���

uinfl(a) =
1

3
(a+ 1) �������*�

	���	��� 
�	�

umin(a) = uinfl(a)−
1

3

√
1− a(1− a), umax(a) = uinfl(a) +

1

3

√
1− a(1− a)

�������+�
 �� ��	� 	� 	

g′
(
umin(a); a

)
= 0, g′′

(
uinfl(a); a

)
= 0, g′

(
umax(a); a

)
= 0. �������,�

��  ���	���) 
� ��	� 	� 	 g′′(u; a) > 0 ��� u < uinfl(a)  �� g′′(u; a) < 0 ��� u > uinfl(a)�
-��� 0 < a < 1

2 
� � �� 	�� ��������

0 < umin(a) < a < uinfl(a) < umax(a) < 1. ���������

.�� ����� 	�� ��
��	��� �����*�) ��� �� ���� ���� 	� 	

G1(u, v; a, d) +G2(u, v; a, d) = g(u; a) + g(v; a). ���������

�� ����� 	� �$%���	 	�� � �	 	� 	 	��� ����	�	� ���� ��	 ��%��� �� d) 
� 
��	 ��� ! ���
%��%��	��� �� 	�� ��!�� 	� % � ��	��/� ����	���� 	� g(u; a) + g(v; a) = 0� .��	���	���
��������� 	� a ∈ [0, 1

2 ]) �	 �� %����!�� 	� ����	���	 	
� ����	��� ������ v±(u) 	� 	  ��
��
��� ��� u ∈ [0, a]0 ��� 1����� ��+�



�� ������� �	 
�����
���� ���������� �����

0

1

0

1

������ 	
�� 
�� ��������� v± ������ �� ������� 	
�
���	
�
�� ��� a = 0.45 ����� ���
a = 0.5 ������ 
 !� ��� ������ ���� ��� ����"���"�� ��"� � ������������# �� umin(

1
2 )


����� ������� ��$ 0 < a < 1
2 
 
��� ����� ��� �%� ���������

a < v−;max < v+;min < 1 �	
�
��� 

�������� %��� �%� C∞������� ���������

v− : [0, a]→ [a, v−;max], v+ : [0, a]→ [v+;min, 1] �	
�
��	 

���� ������# ��� �����%��� &��&������


�� '� ��"� g(u; a) = −g(v−(u); a) = −g(v+(u); a) ��� ��� 0 ≤ u ≤ a


��� !� g(u; a) = −g(v; a) ��� ���� &��� u ∈ (0, a) ��� v ∈ [0, 1]( ���� v = v−(u) ��
v = v+(u)


���� '� ��"� v−(0) = v−(a) = a ��� v+(0) = v+(a) = 1


��" '� ��"� ��� ����������

v′±(u) = −[g′(v±(u); a)]−1g′(u; a) �	
�
��� 

��� ��� 0 ≤ u ≤ a


�" '� ��"� v′−(u) > −1 ��� ��� 0 ≤ u < a( �������� %��� v′−(a) = −1


������ )���� 0 < a < 1
2 %� ��"� g(umax(a); a) > −g(umin(a); a)( %���� ��&���� ����

v±(u) �= umax(a)
 *��&������ �� ���" ����� �����% ����������# ���� ��� ��&�����
�������� �������



� �+���� �" ( %� ��,� umin(a) < u < a ��� ������ a < v−(u) < umax
 !� v−(u) ≤
uinfl(a) ���� ������# g′(v−(u); a) > g′(u; a) > 0( �� �������
 !� ����� �� ����� ���
��������� ���� v−(u) > uinfl(a)( %� ��������� ��� ��-������ urefl = 2uinfl(a) − u

.$&������� ��� &���� �#�����# �� ��� ���&� �� g(·; a) ������ ��� ��-������ &����(
uinfl(a), g(uinfl(a); a)

)
( ��� ���/�����# g(uinfl(a); a) > 0 ��&���� ����

uinfl(a) < v−(u) < urefl. �	
�
��� 



���� �����	
���� 
����	���� 
	����	�
 ��

����� g′′(ũ; a) < 0 �	
 ũ > uinfl(a)� �� 	
����

g′
(
v−(u); a

)
> g′(urefl; a) = g′(u; a) > 0, ���������

����� ������� v′−(u) > −1�

����� �����	� ��� a = 1
2 � ���� ���
� �
� ��	 ������	��

v− : [0, a]→ [a, umax(a)], v+ : [0, a]→ [umax(a), 1] ���������

���� ������� ����� ���  ����� �
	� !���� ������ �	"����
 ���� ��� �	��	���" �##���	���
�
	��
�����

��� $� ��%�
v−
(
umin(a)

)
= v+

(
umin(a)

)
= umax(a). �������&�

���� �	
 ��� u ∈ [0, a] \ {umin(a)} �� ��%� ��� �#��������

v′±(u) = −[g′(v±(u); a)]−1g′(u; a). �������'�

����� $� ��%� v−(u) = 1 − u �	
 ��� umin(a) ≤ u ≤ 1� ����� v+(u) = 1 − u �	
 ���
0 ≤ u ≤ umin(a)�

��%� $� ��%� ��� ������

lim
u↑umin(a)

v′−(u) = lim
u↓umin(a)

v′+(u) = 1, �������(�

�	"����
 ����

lim
u↑umin(a)

v′′−(u) = lim
u↓umin(a)

v′′+(u) = −
4

3

√
3. �������)�

������ *���� ��� ��# ����� �	��	� #�
����� �
	� ��� ������
� 	� g(·; a)� ����� ���� �	��	��
�
	� ��� �������� ������	� ���	
��� �	 	
���� ��%�� �� +
�� �	�����

g(umin+u; a) = g(umin; a)+
1

2

√
3u2−u3, g(umax+v; a) = −g(umin; a)−

1

2

√
3v2−v3.

���������
*� ��
������
� ��� �#������

g(umin + u; a) = −g(umax + v; a) ���������

��� 
� 
��
����� ��

v2 = u2 − 2

3

√
3
[
u3 + v3

]
, ���������

����� ��� 
� ����
�
���# �� � +��# �	��� �
	
��� �	
 v2 ��	� �������" ���� v ��# u
��%� ��� ���� ��"�� �	
 ����� |u| ���� �
	
��� ��� � �	����	� ���� ��� 
� �����#�#
��

v2 = u2 − 4

3

√
3u3 +O(u4), �������,�

����� ����#�

v = u− 2

3

√
3u2 +O(u3). ���������

��� #���
�# ������ �	��	� #�
����� �
	� ���� �������	��



�� ������� �	 
�����
���� ���������� �����

����� ����	�
�	�

��� �� �	
 �� a ∈ [0, 1
2 ]
 �� 	���� �	 ��� �	����	�� �	 G(u, v; a, d) = 0 
��� d > 0� 
�

����	���� ��� ������	�

vd(u) = u− g(u; a)

2d
��
�
����

��� �	�� ���� ��� ������� ��	�� ��	
 ���� �� ������ �	 ��� u ∈ [0, a] �	� 
���� 	��
	� ��� � ����	��

v±(u) = vd(u) ��
�
��!�

�	���

"�� #	�� ���� �� �	 ��	
 ���� �	�$���������� ����������	�� 	� ���� �%&� ��� 	��%

	���� �� �	��� '���'� 	� v± − vd
 (	#����� 
��� ��� ������ '	�	�	�����%

∂dvd(u) < 0 ��
�
��)�

���� �	��� �	� u ∈ (0, a)� ���� 
��� ���	
 �� �	 	����� #�	��� ������� �� *�
�
�

+	� ��� '	'���� 
� �	�� ����

v−(a) = vd(a) = a ��
�
��,�

�	� ����% d > 0
 �� ������	�� 
� '�% �	'&���

v′d(a) = 1− g′(a; a)

2d
, ��
�
��-�

�	#����� 
���
v′−(a) = −[g′(a; a)]−1g′(a; a) = −1. ��
�
����

�� &���������� 
��� g′(a) = 4d ��� ����������	� ��
�
��,� �� ���#������
 �� ��� �� ���

� ��	
 ���� �� ���� v− > vd 	� [0, a) �	� ���� �������� ����� 	� d


+	� ����������	�� 
��� u ∈ (0, a) ���� ��&����� �	'&�����	�� ��� ��#��������% ������
�	 ����% 	��� 
���� �� 
�% 
� &����� � '	�� �������� �&&�	��� ����
 .� � &��&�����	��

� �	'&���

v′′±(u) = −
g′′(u)

g′
(
v±(u)

) − g′(u)2

g′
(
v±(u)

)3 g′′(v±(u)) ��
�
����

�	#����� 
���

v′′d (u) = −
g′′(u)

2d
. ��
�
����

�� ������	�� �	� ��% κ ≤ g′(uinfl(a); a) =
1
3 (a

2 − a+ 1)� 
� ����	���� ��� ��&�����	��

ul(κ) = uinfl(a)−
√

1
3 (g

′(uinfl(a); a)− κ),

ur(κ) = uinfl(a) +
√

1
3 (g

′(uinfl(a); a)− κ).
��
�
��/�

�� �� ���% �	 �����% ���� ul(κ) ��� ur(κ) ��� ��� �
	 �	����	�� �	 ���  �������� � ����	�
g′(u; a) = κ




���� �����	
���� 
����	���� 
	����	�
 ��

����� �����	� ��� 0 < a ≤ 1
2 ��� d > 0 ��� 	
���	
 ����

v′#(u) = v′d(u) = β ���������

��� 	��
 # ∈ {−,+} ��� 0 ≤ u ≤ a� ���� u �= umin(a) �� ��	
 a = 1
2 � ��
� ��


��������� 	���
�
��	 �����

��� �
 ���


2d[v′′#(u)− v′′d (u)] =
1

1− β
g′′(u; a) +

β3

1− β
g′′
(
v#(u); a

)
. ������� �

���� !� # = − ��
� �
 ���
 β ∈ [−1, 0) ∪ (1,∞)� "� ��
 ���
� ����� ��
 ����
	���
β ∈ (0, 1) ����	 �� # = +�

����� �
 ���
 u = ul

(
2d(1− β)

)
�

���� #
���	
 ���� # = −� ��
� ��
 ��
����$

v#(u) = ul

(
2d(1− β−1)

)
�������%�

����	 �� v−(u) ≤ uinfl(a)� "� ��
 ���
� ����� �
 ���


v#(u) = ur

(
2d(1− β−1)

)
�������&�

�� v−(u) > uinfl(a)�

��� ��
 ��
����$
v#(u) = ur

(
2d(1− β−1)

)
�������'�

����	 �� # = +�

������ �
 (�	� ���	��
� ��
 ��	
 0 < a < 1
2 � ��� ��$ 0 ≤ ũ ≤ a� ��
 	

	 ����

v′d(ũ) = 1 ����	 �� ��� ���$ �� g′(ũ; a) = v′±(ũ) = 0� ����� 	���	 ���� β /∈ {0, 1}�
��� ��$ 0 ≤ ũ ≤ a �
 ���
 g′(v+(ũ); a) < 0 ��� �
��


sign
[
v′+(ũ)

]
= sign

[
g′(ũ; a)

]
. ������)*�

!� # = +� ���	 	���	 ���� g′(u; a) > 0 ��� v′d(u) > 0� �
��
 β ∈ (0, 1)�
"� ��
 ���
� ����� �
 ���
 g′(v−(ũ); a) > 0 ��� ��� 0 ≤ ũ ≤ a� !� g′(u; a) < 0 ��
�

�
 ���
 v′d(u) = β > 1� ����
 �� g′(u; a) > 0 ��� # = − �
 ��$ 
	
 ��
� ��� ����
+
��� ������ �� �����
�


−1 ≤ v′−(u) = β < 0, ������)��

����� 
	��,��	�
	 �����
!� ���
� �� �,���� ������ �� 	
-�
	 �� �
���� ��
 ,�
�� u ≤ a ≤ uinfl(a) ��� ���


���� ��
 ��
����$ v′∗(u) = β �����
	 ����

g′(u) = 2d(1− β). ������)��



�� ������� �	 
�����
���� ���������� �����

�� ��� ����	 �
��� ��� 
����
�� v′±(u) = β 
���
��

g′
(
v±(u)

)
= −2dβ−1(1− β). ���������

����� �
�� 
�� ��� ��� ������ �
	������ 	������	
�� ��
� v+(u) ≥ umax(a) ≥ uinfl(a)�
 !���
�
�� ��������� �� �
� ��� ����"��

v′′±(u) = β
2d(1−β)g

′′(u; a) + (2d)2(1−β)2β3

(2d)3(1−β)3 g′′(v±(u); a)

= β
2d(1−β)g

′′(u; a) + β3

2d(1−β)g
′′(v±(u); a).

���������

#�� ���
	�� 
����
�� 
� �
� ����� ������� �
	����� �	�� ���������� �� �	��	 �� �����"��
��� �	���� 
� �"$��� �� ���� ��
� ��� 
	�"����� 
���� 	��

� �
�
� ���� a = 1

2 � ��%
����� ��� �	
�
�
� �
��� g′(u; a) = 0 
�� g′(v±; a) = 0 
	� �!��"��� �� ��� 	�&"
	�����
��
� u �= umin(a)�

����� �����	� '
! 0 < a ≤ 1
2 
�� �"����� ��
�

v′−(u) = v′d(u) ���������

��	 ���� umin(a) ≤ u < a 
�� d > 0� �
�� u �= umin(a) 
� a = 1
2 � #��� �� �
��

v′′−(u) > v′′d (u). �������(�

������  !���
�
�� ��� �� )���
 ������ 
�� �

� �� )���
 ������ �� �
�� v′−(u) ∈
(−1, 0)� �� 
��
�
��� ��� 
��&"
�
�
�� v−(u) > u 
�� g′′′ < 0 
���� ��
� g′′(v−(u); a) ≤
g′′(u; a)� *	
�
�� β = v′−(u) �� �
� ����� ���
�
��

2d[v′′−(u)− v′′d (u)] ≥ 1
1−β g

′′(u; a) + β3

1−β g
′′(u; a)

= β3+1
1−β g′′(u; a)

> 0,

�������+�


� ��
�� �� "��� g′′(u; a) > 0�

����	����
��� �
�� v′±(u) > 0 
	� ��	� ���
�
�� �� 
�
��,�� ����� �
�� �


� 
�� �
��
�� )���
 ������ �"����� ��
� 
� 
� ��	����
�� �� ����
��	 ��� ��� �"���
���

hl(β) = 1
2d(1−β)

[
g′′
(
ul

(
2d(1− β)

)
; a
)
+ β3g′′

(
ul

(
2d(1− β−1)

)
; a
)]

,

hr(β) = 1
2d(1−β)

[
g′′
(
ul

(
2d(1− β)

)
; a
)
+ β3g′′

(
ur

(
2d(1− β−1)

)
; a
)]

.

�������-�

����� �����
� .
�/ 0 < a ≤ 1
2 
�� 0 < d ≤ g′(a;a)

4 � #��� ��	 
�� β > 1 ���

��&"
�
��

hl(β) < 0 �������0�

������ ��
�� ��	 
�� β ∈ (0,∞) \ {1} �� �
��

hr(β) > 0. �������1�



���� �����	
���� 
����	���� 
	����	�
 ��

������ ������� ���	 	
�	 �
� β > 0 �� 
���

max{2d(1− β), 2d(1− β−1)} ≤ 2d ≤ g′(a; a)

2
≤ g′(uinfl(a); a)

2
, ���������

�
��
 ������� 	
�	 hl(β) ��� hr(β) ��� ������������
� ��		�� ������� ������

hl(β) =
√
3

d(1−β)

[√
g′(uinfl(a); a) + 2d(β − 1) + β3

√
g′(uinfl(a); a) + 2dβ−1(1− β)

]
,

hr(β) =
√
3

d(1−β)

[√
g′(uinfl(a); a) + 2d(β − 1)− β3

√
g′(uinfl(a); a) + 2dβ−1(1− β)

]
.

���������
 	 �� ����� 	
�	 hl(β) < 0 �
� β > 1� !�
� ���	���

Δ(β) = g′(uinfl(a); a) + 2d(β − 1)−
(
β6g′(uinfl(a); a) + 2dβ5(1− β)

)
= (1− β6)

(
g′(uinfl(a); a)− 2d

)
+ 2dβ(1− β4),

���������
�	 �� ���� 	
 ������ 	
�	 Δ(β) < 0 �
� β > 1 ��� Δ(β) > 0 �
� 0 < β < 1� "
�� ������
	
� ���� ���#$���	� �������%��

����� �����	� &��' 0 < a ≤ 1
2 ��� 0 < d ≤ g′(a;a)

4 � "
�� �� 
���

v′−(0) < v′d(0). �������(�

 � ����	�
�) �$��
�� 	
�	

v′−(u) = v′∗(u) ���������

�
� �
�� 0 ≤ u ≤ a) ��	
 u �= umin(a) �� a = 1
2 � "
�� 
�� 
� 	
� �
��
���� 	�


�	�	����	� �$�	 

���

��� *� 
��� 	
� ���#$���	�

v′′−(u) > v′′d (u). �������+�

��� *� 
��� 	
� ����	�	���

u = a, d =
g′(a)

4
, v′′−(u) = v′′d (u). �������,�

������ �� ���� �
��$	�	�
� ������

v′d(0) = 1− g′(0; a)

2d
≥ 1− 2g′(0; a)

g′(a; a)
> −g′(0; a)

g′(a; a)
= v′−(0). �������-�

*� ��	�
�$�� 	
� ���	���� ���$�

uc = sup{0 ≤ u ≤ a : v−(ũ) ≤ uinfl(a) �
� ��� 0 ≤ ũ ≤ u} �������.�



�� ������� �	 
�����
���� ���������� �����

��� �����	 
��
 uc = 0 ���� a = 1
2 
 ���� ������ �� 
� ����� 
�� �����

uI = sup
{
0 ≤ u ≤ min{uc, umin(a)} : v′d(u) > v′−(u)

}
, ��
�
����

����� ����� ��
����� uI = 0 ���� a = 1
2 


�� ����� 
��
 ���� v′d(uI) > v′−(uI)
 ������ �������� 
��� �� !���� �� ��� �����
β = v′d(uI) = v′−(uI) ≥ 0
 �
�� ���� �! "���� �
�
�� 
��� ��#���� β > 1
 $����
hl(β) < 0 �� ���
 ����

v′′−(uI) < v′′d (uI), ��
�
����

����� %����� � ���
�����
���


�� #��
������ �! ��
�
���� ����� 
��� �� ���
 ���� u ≥ min{umin(a), uc}
 �!
umin(a) ≤ u < a "���� �
�
�� ����� 
��
 ��� ���
 ����
 &� 
�� �
��� ���� �!
uc ≤ u < umin(a) 
��� �� ��� ����� β = v′d(u) = v′−(u) ≥ 0 ��� �������� �� �'���

��
 β > 1
 �� ����
��� �� ���� v−(u) ≥ uinfl(a) ����� ������ �� 
� ��� hr(β) > 0
��� �
�� ���� �! "���� �
�
�� 
� ���� 
��
 ��� ���
 ����
 �� 
�� ���� ���� u = a 

�� �����	� �
 
�� �
��
 �! 
��� ���
��� 
���
��� ��
� � �����
 ���#�
�
��� �! v′′d (a)
��� v′′−(a) ��#�% 
�� ����
�
��� �� �'�


�� 
�� ��������� �! 
��� ���
��� �� ������
 ������� �����(������ �! 
���� ���#�)

�
����
 �� ���� ���� �� ��
��� ���� ��
 ���)
��������� ��
�����
���� �! v± ��
� vd ��
���� 
��
 
��% ���
 ����� �
 ����� ������ �! v± − vd


��������� ��	�
�� *�+ 0 < a ≤ 1
2 
���
��� ��
� 0 < d ≤ g′(a;a)

4 ��� ��##��� 
��


v′+(u) = v′d(u) ��
�
����

!�� ���� 0 ≤ u ≤ a ��
� u �= umin(a) �! a = 1
2 
 ���� �� ����

v′′+(u) > v′′d (u). ��
�
����

������ ,���� 
�� !��
 
��
 hr(β) > 0 !�� β ∈ (0, 1) 
��� !������ �����
�% !��� �
���
��� ���� ��� ��� �! "���� �
�
��


��������� ��	���� *�+ 0 < a ≤ 1
2 
���
��� ��
� 0 < d < g′(a;a)

4 ��� ��##��� 
��


v′−(u) = v′∗(u) ��
�
��-�

!�� ���� 0 ≤ u ≤ a ��
� u �= umin(a) �! a = 1
2 
 ���� �� ����

v′′−(u) > v′′d (u). ��
�
����

�� ����
��� �� ����

v′−(a) > v′d(a). ��
�
����



���� �����	
���� 
����	���� 
	����	�
 ��

������ ��� ���	 
���
��
	� ������� �
���	�� ���� 	�� ���	 	��	 ��	
�� ��� 
� �����
����� �����	 ���� ����
�� �� 	�� ���	�
�	
�� �� d� ��� ���� 
���
��
	� ��� �� !��
���
�
���	�� �� ��	
�" 	��	

v′d(a) = 1− g′(a; a)

2d
< 1− 2g′(a; a)

g′(a; a)
= −1 = v′−(a). ������#��

��������� ��	��
� $
% 0 < a ≤ 1
2 	�"�	��� �
	� d = g′(a;a)

4 � ���� �� ��!�

v′−(u) < v′d(u) ������# �

��� ��� 0 ≤ u < a& �
	� 	�� �%���	
�� �� u = umin(a) 
� 	�� ����
�� ���� a = 1
2 �

������ '	 
� ���� 	� !��
�� 	��	 v′−(a) = v′d(a) ��� v′′−(a) = v′′d (a)� (� ���� ����
	�

v′′′d (a) = −2g
′′′(a; a)

g′(a; a)
=

12

a(1− a)
> 0 ������#)�

	�"�	��� �
	�

v′′′− (u) = − g′′′(u;a)
g′(v−(u);a) − 3 g′′(u;a)g′(u;a)

g′(v−(u);a)3 g′′(v−(u); a)

−3 g′(u;a)3

g′(v−(u);a)5 g
′′(v−(u); a)

2 + g′(u;a)3

g′(v−(u);a)4 g
′′′(v−(u); a),

�������*�

��
�� "
!��

v′′′− (a) = −6
g′′(a; a)2

g′(a; a)2
≤ 0. ���������

'� ���	
�
���& �� ��� 	��	
v′−(a− ε) < v′d(a− ε) ���������

��� ��� �
+�
��	�� ����� ε > 0� '� a �= 1
2 & 	�� �����
�
�� ��� ������� ���� �������,�

	�"�	��� �
	� ��� ���� ����� ����� �
$�� a = 1

2 & ��� ���� ����� 	� 
�� 	�� 
���	
	
��

v′d
(
umin(a)

)
= 1, v′′d

(
umin(a)

)
= −12

√
3 ���������

	�"�	��� �
	� 	�� �
�
	� 
� 
	�� �
!� �� ����� �����, 	� �����
�� 	��	

v′−(umin(a)− ε) < v′d(umin(a)− ε) �������,�

��� ��� �
+�
��	�� ����� ε > 0� ��� ��"
���	� ���!� ����� 
� 	� �%	��� 	�
� 	�
ε ∈ (0, umin(a)]� '� ���
	
��& �� ��!� v′−(ũ) = −1 < v′d(ũ) ��� umin(a) < ũ < a�

��������� ��	���� -
�. 0 < a ≤ 1
2 ��� 0 < d ≤ g′(a;a)

4 � ���� �� ��!�

v′−(u) < v′d(u) ���������

��� ��� 0 ≤ u < umin(a)�



�� ������� �	 
�����
���� ���������� �����

������ ������� dc =
g′(a;a)

4 	 
� �
� ��� ������
�� ������ �� �������

v′d(u) = 1− 1

2d
g′(u; a) ≥ 1− 2

g′(a; a)
g′(u; a) = v′dc

(u) > v′−(u) ���������

��� u ∈ [0, umin(a))�

��������� ��	��	� �� a = 1
2 
�! 0 < d ≤ g′(a;a)

4 � "#�� 
� #
$�

v′+(u) > v′d(u) ���������

��� 
�� umin(a) < u ≤ a�

������ %��� ��$� �� &���
 �����' 
���
 �� �� �������

v′d
(
umin(a)

)
= 1 = lim

u↓umin(a)
v′+(u) ���������

�����#�� 
��#
v′′d
(
umin(a)

)
< lim

u↓umin(a)
v′′+(u), �������(�


#��# 
���
� �� �� ������!� �#
�

v′+(umin(a) + ε) > v′d(umin(a) + ε) �������)�

��� 
�� ��*������� ��
�� ε > 0� ������
�� �����( 
���
� �� �� � ���! �#�� ���������� ��
�#� !�����! �����$
� ε ∈

(
0, a− umin(a)

)
�

����� ����	���


�� 
�� ��
 ��
!� �� 
�
��+� �#� ���,
� ��������� �� �#� �������� ��� �� G(u, v; a, d) =
0� -�� .��� �
� ������� . a ∈ (0, 1

2 ] 
�! ��
�/ �#� ������������� �� �#� ���$�� v± �#
�

��� �����!���! �� 0����� 
��# �#� ���$� vd �����!���! �� 0����'� "#��� �������������
!��
���
� 
� �#� �
�
����� d �� �����
��!1 ��� ������ ����


���� ��	��
� �� 0 < a ≤ 1
2 � "#�� �#��� � ���� 
 ���������� �������� �����
����

��������

uAD : [0,
g′(a; a)

4
]→ [0, a] ���������

�#
� �
���.�� �#� �����
��� �����������

��� �� #
$� uAD(0) = 0 
�! uAD( g
′(a;a)
4 ) = a�

���� "#� �!������ v−
(
uAD(d)

)
= vd

(
uAD(d)

)
#��!� ��� 
�� 0 < d ≤ g′(a;a)

4 �

����� 2������ �#
� v−(u) = vd(u) ��� ���� 0 < d ≤ g′(a;a)
4 
�! 0 ≤ u ≤ a� "#�� ��

�
�� u ∈ {uAD(d), a}�



���� �����	
���� 
����	���� 
	����	�
 ��

0

1

0

1

������ 	
�� ��
 0 < a < 1
2 
 ��� �������� uB ��� uC ��������� �� ����� 	
�
	�

����� �� ��� ��� ������������� �� v+ ��� vd �� [0, a]� ����� ������� �� d ↑ d−(a) ����� 

!� ��� ����� ����� ��� ������ uAD ��������� �� ����� 	
�
	" ������ �� ��� ���#��
������������ �� ��� ���$�� v− ��� vd �� [0, a)� ����� ���$����� �� a �� d ↑ d+(a)
������ 


��$ %������� ��& 0 < d < g′(a;a)
4 ��� ����� (a, d) �= ( 12 ,

1
24 )
 ���� �� ��$� ���

���#�����&

v′−
(
uAD(d)

)
< v′d

(
uAD(d)

)
. �	
�
'�	 

�$ ��� ��& d > g′(a;a)
4 ��� 0 ≤ u < a �� ��$� v−(u) > vd(u)


������ ��� ���$�������� �� ��������� ��� �������� hd(u) = v−(u)− vd(u) ��� ��� ���
�� ����� ��� (����� �� hd �� ��� �����$�� [0, a]
 )� *��� ���� ���� hd(a) = 0 ��� ���

d > 0
 )��� d = g′(a;a)
4 ���� �� �� ���� ��� ���& (���� ����� ��� �� ���� �& �����

�	
�
'+� ��� �
,������& $����&��� ��� ���#�����&

v−
(
umin(a)

)
> vd

(
umin(a)

)
�	
�
'�� 

��� (a, d) = ( 12 ,
g′( 1

2 ;
1
2 )

4 )


!� ��� ����� ����� �	
�
'++ ��,���� ���� hd ��� �� ����� ��� (����� ��� 0 < d <
g′(a;a)

4 
 ������������ �� ����� ���� hd ��� ,�������& ��� (����� ��� 0 < d ≤ d1 �,��
�������� d1 > 0 �� �� ��-������& �����
 .������ ��� ��& u ∈ (0, a) �� ��$� v′′d (u) < 0
��� �� ��� �������

|v′d(u)|+ vd(u) ≥ 1 + max
0≤ũ≤a

{
∣∣v′−(ũ)∣∣} �	
�
'�" 

�& ����������� ��� ��(� �� d > 0


)� ��� ,��/ ε > 0 �� ���� � ��& ���� ��� �������� hd �� �������& ���������� ��

[0, umin(a) + ε] ��� ��� d1 ≤ d ≤ g′(a;a)
4 
 ���� �� ,������� ������� %�������& 	
�
		

������ �� �� ������� h′d < 0 �� ���� �����$��� ���� ��� �
��,���� �� ��� ������ ,����
u = umin(a) ���� a = 1

2 




�� ������� �	 
�����
���� ���������� �����

��� �� �	
 ����� �
� �������� �����

dc = sup{d1 ≤ d ≤ g′(a; a)

4
: hd = 0 
�� �
	 �������� �	����	�� 	� [0, a]} ���������

��� ������ �	� �
� �	���� �
�� dc < g′(a; a)/4� �
� ���������	�� � 	�� �
	
 �
��
�
��� �!���� umin(a) < u < a 
��
 hdc(u) = 0 ��� h′dc

(u) = 0� "	�	����# ������ �	

������� h′′dc

(u) > 0� $� � �	���%����� 	� �
� �	�	�	�����# ∂dvd(u) < 0& �
�� �����
�
�� �	� ��� ��'������# ����� δ > 0& �
� ������	� hd 
��
 d = dc− δ ���� 
��� �� �����
�
��� (��	��� �
�� #����� � �	���������	�& 

��
 ������� �
�� dc = g′(a; a)/4�

)� ��# 
���� ����� uAD(d) ∈ [0, a] �	  � �
� ����*�	�� �		� 	� hd(u) = 0 �	�
0 < d ≤ dc� �
� ���������� ���*��� �	��	
 ������# ��	� �
� 	 �������	�� � 	�� �	+��
��

��
 �
� �	�	�	�����# ∂dvd(u) < 0 �
�� 
	��� �	� u ∈ (0, a)�

����� ������� ,�! 0 < a ≤ 1
2 � �
�� �
��� �!���� � �	������ 0 < d− < g′(a;a)

4
�	+��
�� 
��
 �
	 �	�����	�� ������	��

(uB , uC) : [0, d−]→ [0, a]× [0, a] ���������

�
�� ������# �
� �	��	
��+ ��	��������

��� )� 
��� (uB , uC)(0) = (0, a) ��� uB(d−) = uC(d−)�

���� �
� ������	� uB �� �������# ���������+& 

��� �
� ������	� uC �� �������# �������*
��+�

����� ,	� ��# 0 < d ≤ d− �
� �������# v+(u#) = vd(u#) 
	��� �	� # ∈ {B,C}�

���� -� v+(u) = vd(u) �	� �	�� 0 < d ≤ d− ��� 0 ≤ u ≤ a �
�� �� ���� u ∈
{uB(d), uC(d)}�

��� ,	� ��# 0 < d < d− 
� 
���

v′+
(
uB(d)

)
< v′d

(
uB(d)

)
, v′+

(
uC(d)

)
> v′d

(
uC(d)

)
. �������.�

-� a �= 1
2 & �
�� 
� ���	 
���

v′+
(
uC(d−)

)
= v′+

(
uB(d−)

)
= v′d

(
uB(d−)

)
= v′d

(
uC(d−)

)
. ���������

���� ,	� ��# d > d− �
� ���%�����# v+(u) > vd(u) 
	��� �	� ��� 0 ≤ u ≤ a�

����� -� a = 1
2 �
�� 
� 
��� d−(

1
2 ) =

1
24 �	+��
�� 
��
 uB(

1
24 ) = uC(

1
24 ) = umin(a)�

������ )�����+ hd(u) = v+(u) − vd(u)& 
� 	 ����� ���� �
�� hd �� �������# ���������+
	� [0, umin(a)]  ������ v′d > 0 ��� v′+ < 0 	� �
� ������	� 	� �
�� ���������

-� ������	�& �� �
� ������� ���� a = 1
2 
� ��� ��� "	�	����# ������ �	 �	������ �
��

hd �� �������# ���������+ 	� [umin(a), a]� /���� hd

(
umin(a)

)
= 0 	����� ��������# 

��

d = 1
24 & ��� �
� ������� ���������� ���  � �����# ��������



���� �����	
���� 
����	���� 
	����	�
 ��

���������	 	�
 �
��
��
� �� 	�
� ����� �
 	�
�
���
 �����
 	��	 0 < a < 1
2 �

����
�� �� 
� 	�
 ����� �� �
��� ������� �
 ��� �
�� d1 > 0 
� ���� � ��� 	��	 hd

��� ��
�
�
�� 	�� �
��
� �� [0, a] ��� 
 
�� 0 < d ≤ d1� ��
� ������ �� 	� �
!�
 	�

��
	
���  ���


d− = sup{d1 ≤ d : hd = 0 ��� 	�� �
�	
��	 ����	
��� �� [0, a]}. "�����#$%

&
��
 v− < v+ 
	 
� ��
�� 	��	 d− < g′(a;a)
4 �

�
	 �� �����
 ��� 	�
 ���
�	 	��	 hd− ��� 	�� �� ���
 �
��
� �� [0, a]� ��
�

���

� 	��	 	�
�
 
'
�	� �	 �
��	 ��
 u ∈ (0, a) ��� ��
�� hd−(u) = 0 ��� h′d−(u) = 0�

(�
�� )�������� �����* 
	 ������� 	��	 h′′d−(u) > 0 ���	 ���� ��� ��� ���� �
��
�� �� �

����
+�
��
 �� 	�
 ����	��
�
	� ∂dvd(u) < 0� 	�
� �
��� 	��	 ��� ��� ��,�

�	�� �����
δ > 0� 	�
 ����	
�� hd �
	� d = d− − δ ���	 �� 
 �	 �
��	 	��

 �
��
�� ��
� �

���
� ���	���
�	
��� ��
�� -� ���	
��
	� ����� 	��	 hd−(u) = 0 ��� ��
�
�
�� ��
 ���	
�� [0, a]� (��� �
!�
�� uB(d) ��� uC(d) 	� -
 	�
 �
�	.���	 �
��
�	
 
�� �
��	.���	
���	 �� hd(u) = 0� 	�
 �
�
�
� ����
�	

� "
% . " 

% ��� -
 
��
��  
�
!
��

/
����
�� 	�
 ����	
�� G 
�	�����
� 
� "�����%� �
 �

 	��	

D1,2G(u, v; a, d) =

⎛⎝ g′(u)− 2d 2d

2d g′(v)− 2d

⎞⎠ . "�����$*%

0� ���
� 	� �	��� 	�
 �	�-
�
	� ��� �����
	
�.�
�
��
��
 �� 	�
 ���	� ����	���	
� 
�
�
���	� ������.�����1� 
	 
� ����
�� 	� ���
��	��� ��
� 	�
 �
	
��
���	 �� D1,2G
 ��
��
�� ��
 �
���	 -
��� �	�	
� 	��	 	�
� ����
�� �	 	���
�	
�� 
�	
��
�	
��� �� v±
��� vd�

����� ������� 2
' 0 < a < 1
2 	��
	�
� �
	� d > 0 ��� ������
 	��	

v#(u) = vd(u) "�����$�%

��� ���
 # ∈ {−,+} ��� u ∈ [0, a]� ��
� �
 �� 
 detD1,2G(u, vd(u); a, d) = 0 
� ���
���� 
� v′#(u) = v′d(u)�

������ 3
 !��	 ����
�
� 	�
 ���
 v′#(u) = 0� ��
�� ������ ��
� g′(u; a) = 0 ���

�
��
 u = umin(a)� (�
�� 0 < a < 1
2 �
 �

 	��	

v−(u) < umax(a) < v+(u). "�����$�%

3�
	
�� v = vd(u) = v±(u)� �
 �
��
 �-	�
� g′(v; a) �= 0 ��� �
��


detD1,2G(u, v; a, d) = −2dg′(v; a) �= 0. "�����$�%

&
��
 v′d(u) = 1� 	�
 �
�
�
� 
+�
 ��
��
 
��

� ����� ��� 	�
� ���
�



�� ������� �	 
�����
���� ���������� �����

�������	 �
� �
�� v′#(u) �= 0 ��� 
���� g′(u; a) �= 0� �� �	��� ����� v = vd(u) =
v#(u) ��� ��� ��������� �
 �
�����

g′(v; a) = −[v′#(u)]−1g′(u; a). ���������

�� ����������� �� ���

detD1,2G(u, v; a, d) = (g′(u; a)− 2d)
(
− [v′#(u)]

−1g′(u; a)− 2d
)
− 4d2

= −[v′#(u)]−1g′(u; a)2 − 2dg′(u; a) + 2d[v′#(u)]
−1g′(u; a)

= 2dg′(u; a)[v′#(u)]
−1
[
1− g′(u;a)

2d − v′#(u)
]

= 2dg′(u; a)[v′#(u)]
−1
[
v′d(u)− v′#(u)

]
,

���������
 �
� �
��
 �
� ���������  
��
���

�� 
���� �
 �
��������!� �
� ���������� 
 d−(a) 
� a� �� ����
���� �
�  �����
�

Gsn(u, v, d; a) =
(
G1(u, v; a, d), G2(u, v; a, d), detD1,2G(u, v; a, d)

)T
���������

��� �"�#
������" �����

[D1,2,3Gsn(u, v, d; a)]
−1 =

[
detD1,2,3Gsn(u, v, d; a)

]−1

×

⎛⎜⎜⎝
∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗

γ1(u, v, d; a) γ2(u, v, d; a) γ3(u, v, d; a)

⎞⎟⎟⎠ .

�������$�

%
� ��" 0 < a ≤ 1
2 � �� ��� �
�  �����
�� ������ �� &���� ������ �
 ����
���� �
�

�
����
�

ω(a) =
(
uB

(
d−(a)

)
, v+

(
uB(d−(a))

)
, d−(a)

)
=
(
uC

(
d−(a)

)
, v+

(
uC(d−(a))

)
, d−(a)

)
,

�������'�
�
��
 �
�����
��� �
 �
� �������� �
��� �
��� �
� #����
�� uB ��� uC �
������

��������� ��	��
� (�
� �)��	 0 < a < 1
2 � �
�  
��
���	 ��
 ���������� ��� �*��+�,

�����

��� -
� �������" Gsn(u, v, d; a) = 0 

���  
� �
�� d > 0 ��� �
�� ���� (u, v) ∈ [0, 1]2

�
�� 
�� v ≥ u�

�#� .� 
�+� (u, v, d) = ω(a) 
� (u, v, d) = (a, a, g′(a;a)
4 ) �



���� �����	
���� 
����	���� 
	����	�
 ��

������ �� � �������	
��
 �� ��	� 	��	 detD1,2G(a, a; a, d) = 0 
� ��� ���� 
� d =
g′(a;a)

4 � �� ���
	
��
 
	 
� ���� 	� ����� 	��	 detD1,2G(0, 0; a, d) > 0 ���
detD1,2G(1, 1; a, d) > 0 ��� ��� d ≥ 0�

��� 
���
��	
�� (b) → (a) ��� ��� �� ���
��� �
���	�� ��
�� �����  ��� � ���
! ���"##$� �� ���
	
��
 �� ���� ���� 	� ��	���
�� 	�� ������� 
���
��	
�� ����� 	��
���
	
���� ������	
�� 	��	 v > u�

��	 �� 	�������� ������ 	��	 (a) ����� �
	� g(u) = −g(v) �= 0
 ��
�� ������ �� 	�
��
	�

0 < u < a < v < 1. ! ���"%%$

�� ���	
�����
 �����  ���"� 
���
�� 	��	 v = v−(u) �� v = v+(u)� �����  ��� �
	���	��� �
	� ! ���"#&$ ��� ! ���"# $ ��� 
���� 	��	 !�$ ���	 �����

����� ������� '� ���� 	�� 
���	
	
��

γ1(0, 1, 0; 0) = −2,
γ2(0, 1, 0; 0) = 0.

! ��� (($

�� ���
	
��
 	�� 
���	
	�
γ3(ω(a); a) = 0 ! ��� ("$

����� ��� ��� 0 < a < 1
2 
 	���	��� �
	� 	�� 
��)���
	
��

detD1,2,3Gsn(ω(a); a) < 0,

γ1(ω(a); a)− γ2(ω(a); a) < 0,

γ1(ω(a); a)γ2(ω(a); a) ≥ 0.

! ��� ( $

������ ��	 �� ������ ��� 	�� �����	 	��	 Gsn(u, v, d; a) = 0
 ��
�� �
���	�� 
���
��

(g′(u; a)− 2d)g′(v; a) = 2dg′(u; a). ! ��� (�$

�� �
�� �� 	�� 
���	
	�

D1,2,3Gsn(u, v, d; a) =

=

⎛⎜⎜⎝
g′(u; a)− 2d 2d 2(v − u)

2d g′(v; a)− 2d 2(u− v)

(g′(v; a)− 2d)g′′(u; a) (g′(u; a)− 2d)g′′(v; a) −2(g′(u; a) + g′(v; a))

⎞⎟⎟⎠ ,

! ��� (*$

�� ��� ��� ! ��� (�$ 	� �����	�

detD1,2,3Gsn(u, v, d; a) =

=2(v − u)
[
g′(u; a)(g′(u; a)− 2d)g′′(v; a)− g′(v; a)(g′(v; a)− 2d)g′′(u; a)

]
=2(v − u)

[
2dg′(u; a)2

1

g′(v; a)
g′′(v; a)− g′(v; a)(g′(v; a)− 2d)g′′(u; a)

]
.

! ��� (+$



�� ������� �	 
�����
���� ���������� �����

������	�
 ��
 ����
�
��	����� �� ��������� ��� �
��	�
 ���������� �
 ���� ���

γ1(u, v, d; a) = 2d(g′(u; a)− 2d)g′′(v; a)− (g′(v; a)− 2d)2g′′(u; a),

γ2(u, v, d; a) = 2d(g′(v; a)− 2d)g′′(u; a)− (g′(u; a)− 2d)2g′′(v; a),

γ3(u, v, d; a) = 0,

���������

��	�� ������ �� �� 
���	�	�� !
�	� ����������

"
� �� ��� �� 0 < a < 1
2 � #�� �� (u, v) ∈ [0, 1]2 ��� d > 0 �
 	�������
 ��


�����	��

h
(
u, v, d

)
= 1

2dg
′′(u; a)− g′′(u;a)

g′(v;a) −
g′(u;a)2

g′(v;a)3 g
′′(v; a)

= 1
2dg′(v;a)2

[
g′(v; a)(g′(v; a)− 2d)g′′(u; a)− 2d g′(u;a)2

g′(v;a) g
′′(v; a)

]
,

�������$�
��	�� ������ �� �� �
��	�
 �������%� 	� ��
 ����

detD1,2,3Gsn(u, v, d; a) = −4d(v − u)g′(v; a)2h(u, v, d). �������&�

'�	�
 �����(��� ��� �����(��� �
 ���
�!
 ����

v′′+(u)− v′′d (u) = h
(
u, v+(u), d

)
. �������)�

*� ����	������ +������� ����() ��� �����(&&� 	��� ����

h
(
ω(a)

)
> 0, ������(��

��	�� ����� ����

detD1,2,3Gsn(ω(a); a) < 0, ������((�

�� �
�	�
��

"
� �� ��� ��	�
 (u, v, d) = ω(a) ��� ������


γ1
(
ω(a); a

)
− γ2

(
ω(a); a

)
= g′(u)

(
g′(u)− 2d)g′′(v)− g′(v)

(
g′(v)− 2d)g′′(u)

= 1
2 (v − u)−1detDGsn(u, v, d; a)

≤ 0.
������(��

*� ���	�	��� �	��
 u > umin(a) ��� �
��
 v′d(u) = v′+(u) > 0� �
 ��!
 g′(u) < 2d�
,�	� ������ �� �� �
��


α =
√
2d
(
2d− g′(u; a)

)3/2
g′′(v; a),

β =
√
2d
(
2d− g′(v; a)

)3/2
g′′(u; a)

������(��



���� �����	
���� 
����	���� 
	����	�
 ��

��� ���	
��

γ1(ω(a); a)γ2(ω(a); a) =(4d2)(4d2)g′′(u; a)g′′(v; a) + (4d2)2g′′(u; a)g′′(v; a)

− 2d(g′(u; a)− 2d)3g′′(v; a)2 − 2d(g′(v; a)− 2d)3g′′(u; a)2

=2αβ + α2 + β2

≥0,

��������

�� ��������

��������� ��	��
� ��� ��	 a �→ ω(a) �� C∞������� �� (0, 1
2 ) ��� �� ���� d′−(a) >

0�

������ ����� d− < g′(a;a)
4 � �� ��� 
�� ����  ��� �����!� ��"����� ���� ��� #��� ���

�$
� ��� �� 
�����%�� �� �		 � ��� ��	 ���� &
������ ��� ����' ��� ��� C∞�����������
�& ω�

����� g′(a; a)/4 ↓ 0 �� a ↓ 0� � �$
��(��" ��"
���� ����� ���� lima↓0 ω(a) =
(0, 1, 0)� )*	 �����" 
�����%%�� ��� 
�����%��� ��� ������
��� �& γ1 ��� γ2 ��	 ��� ����

γ1(ω(a); a) < γ2(ω(a); a) ≤ 0 
��������

&�� �  0 < a < 1
2 � +� 	�����
 ��� ������" (u, v, d) = ω(a)� �� ��� 
�� ��� ���$
� �����

D2g(u; a) < 0, D2g(v; a) < 0 
��������

�� ���	
��

d′−(a) = −[detD1,2,3Gsn(ω(a); a)]
−1
[
γ1(ω(a); a)D2g(u; a)+γ2(ω(a); a)D2g(v; a)

]
> 0.


������!�

����� �� �������	��
 ����
� +���� 
��� 
����� 
��� &�  �� &��� ,������ �������������
��� ��� �'���������� �� ��� 	���& �& ����  ��� �����!� +��� 
��� &�  ��� &��� ����  ���
�����-� ��� � ��� �*	������� �� 
�� &�  �� &��� .��	�������� ����� ��� ����-�

����� �� �������	��
 ������ ��� �������� g(1− u, 1− a) = −g(u, a) ��	 ��� ����

G(1− u, 1− v; 1− a, d) = −G(u, v; a, d). 
������/�

���� �  ��� 
� �� �*���� ��� �� 
����� ������
���� �� ,������ ������������� �� ���
������ ������� 0 ≤ a ≤ 1 �� ��� &������ �
� ���� �� ����  ��� ������ ����� ��� �� 
���
��� 
����

�� ����' ��� 
��� �� ���� ���� &�� ���� # ∈ {A,B,C} ��� ��"� �& detD1,2G(u#, v#; a, d)
�� �������� �� Ω− �� ����
�� �& ����  ��� �����!� 0���" 
��� ��� ��"���� 
�� �& �����
�������� ��� '� �*	 ���� � ���	
��� �� d = 0� ����� ��� �� ��� ������� ���'� ��� 	��	�
�������



�� ������� �	 
�����
���� ���������� �����

�� ������ �	
 ����
� ���
���� �� ������ �
 �� 0 < a ≤ 1
2 ��� 0 < d < d−(a)� �


���
��
 �	�� v+(u) ≥ v−(u) ��� u ∈ [0, a]� ���	 
������� ���� �� u = umin(a) ��� a = 1
2 �

���

 vd(0) = 0 �	�� �� ��
� �	�� uA(a, d) < uB(a, d) ��� vA(a, d) < vB(a, d)� !�

������
����� �
 ���� 	��
 uB(a, d) < uC(a, d)� "� ��������� �� 
����� �
 �	
 
��

�	�� vB(a, d̃) = vC(a, d̃) ��� ��� 0 < d̃ < d−(a) ���

 �	
� G2 = 0 �� ��
� �	�� ����
uB(a, d̃) = uC(a, d̃)� #���� �	
 �
�
��� ��
�����

Da,d(u#, v#) = −[D1,2G(u#, v#; a, d)]
−1D3,4G(u#, v#; a, d) �$�%�$&'�

�
 �

 �	��

∂dv#(a, 0) = −
1

g′(v#(a, 0); a)

(
u#(a, 0)− v#(a, 0)

)
, �$�%�$$(�

�	�
	 ��
���

∂dvB(a, 0) =
1

g′(1; a)
<

1− a

g′(1; a)
= ∂dvC(a, 0). �$�%�$$&�

�	
�
 ���
�������� ����� �� �� 
��
���
 vB(a, d) < vC(a, d)� �� �
���
��

����� �� ����������	 
����� )������ �� � ������� ���	��� �� �	
  ���� �� *�� �������
$�%�$� �	
 ����
�
��� ������ ���� +
��� $�%�$, ��� -�������� $�%�$.�

��� �����		
�� 
����

/�� ���� 	
�
 �� �� 
�������	 �	
 
����
�

 �� ��
	������
 ���
 ��������� �� �	
 0�����
+12 �$�$�&� ��� �� ������ �
����
� �
����� 
��

����� �	
�� � 

�� "�  ����
����� �


�������	 �	
��
�� $�$�$ ��� $�$�%� �	�
	 ��
 �	
 ���� �
����� �� �	�� 
	� �
��

# �� �������
��� �	
 �������� ���
�
�
 +� ��
���

[Δ+u](ξ) = u(ξ + 1) + u(ξ − 1)− 2u(ξ) �$�,�&�

���
�	
� ���	 �	
 �34�������� ������

J =

(
0 1
1 0

)
, �$�,�$�

�	
 ����
����� ���
 ����
� �$�$�5� 
�� �
 �
�����
� ��

−cΦ′ = dJΔ+Φ+G(Φ; a, d). �$�,�%�

6�� ��� (a, d) ∈ Ω−� �
 �
� ��� �� �

7 ��������� �� �$�,�%� �	�� ������� �	
 ��������

���������

lim
ξ→−∞

Φ(ξ) = (0, 0), lim
ξ→+∞

Φ(ξ) =
(
uB(a, d), vB(a, d)

)
. �$�,�,�

�	
 
����
�

 �� ��
	 ��������� ���� �
 
�������	
� �� 8$�,�&� �	
�
 �
 ���� �	�� c ≥ 0
��� 
�������	 �	
��
� $�$�$� "� 8$�,�$ �
 ����
��
���� �
� ��� �� �
���
 
���
��� �	��
����������	 �
��

� �	
 ��� 
��
� c = 0 ��� c > 0� �
 �
���� �	
�
 
���
��� �� 8$�,�%
���  ����
�
�� (a, d) ∈ Ω− �	�� ��
 
���
 �� �	
 
�� ( 12 ,

1
24 ) ��� �	
 
���
� (1, 0)�

�	�� ������ �� �� 
�������	 ��� ���� �
����� 
������
� �� �	
��
� $�$�%�



���� �����		
�� 
���� ��

����� ����	
��
 
� ���
�

��� �������	
�� �
�
 �� ���� ���
�� �� 	
 ���

� 	�� 	��
�� �����
��� �� ���� 	

��	������ � ������� ����	���� �����	 �
� �����
 �	�� ������ !�����" 	�� �#��������
(0, 0) ��� (uB , vB) ��� �
	� �	���� ����� 	�� ���� ��� 
� (u̇, v̇) = G(u, v; a, d) ���
��� ��	�� ����	� �#�������� ��� ���	����� $���� � �	�����	�
����� ��	� �	� ����� 
�
	�� 
������� %����&&'" 	�� ���������� ��� �� ��
�� 	
 �� �
�(����	����

����� ������ )��
 (a, d) ∈ Ω−� *��� 	���� ����	� � �
��	��	 c ∈ R ��� � �
�(
���������� ����	�
� Φ : R→ R

2 	��	 ��	���� %��+��'(%��+�+'� *��� �
��	��	 c �� ���#��"
����� 	�� ����	�
� Φ �� ���#�� �� 	
 	������	�
� �� c �= 0� !� 	�� ��		�� ���� �� ���

���� Φ′(ξ) > (0, 0) �
� ��� ξ ∈ R�

������ *���� �	�	� ��	� �
��
� �����	�� ��
 	��  ��� �����	� �� �����

����� ������ )��
 (a, d) ∈ Ω−� *��� 	�� �
��	��	 c ��,��� �� -�  � ��+�& ��	��,��
c ≥ 0�

������ .���
�� 	��	 c �= 0� /� ��	� �	�

−cΦ′v(ξ) = d[Φu(ξ + 1) + Φu(ξ − 1)− 2Φv(ξ)] + g(Φv(ξ); a)

≤ 2d[u− v(ξ)] + g(Φv(ξ); a).
%��+�0'

.���� 0 < uB(a, d) < a < vB(a, d)" 	���� ����	� ξ∗ ∈ R �
� ����� Φv(ξ∗) = uB(a, d)�
*��� ������

−cΦ′v(ξ∗) ≤ g(u; a) < 0, %��+��'

��
 ����� �� �
������ c > 0�

/��	��� c(a, d) ��� Φ(a, d) �
� 	�� ��������� ��� ������
,�� ��,��� �� -�  �
��+�&" �� ��	�
���� 	�� ��	

T = {(a, d) ∈ Ω− : c(a, d) > 0}, %��+��'

����� �
�����
��� 	
 	�� ��	 Tlow ���� �� ����� !� ����	�
�" �
� ��� (a, d) ∈ T ��
��	�
���� 	�� ������ 
����	
��

La,d : W 1,∞(R;R2)→ L∞(R;R2), Ladj
a,d : W 1,∞(R;R2)→ L∞(R;R2), %��+�1'

	��	 ��	 ��

La,dφ = −c(a, d)φ′ − dJΔ+φ−DG(Φ(a, d); a, d)φ,

Ladj
a,dψ = c(a, d)ψ′ − dJΔ+ψ −DG(Φ(a, d); a, d)ψ.

%��+�2'

*�� �����	� �� ��+" �1� � ��� 	��	 	���� ����	� Ψ = Ψ(a, d) ∈ W 1,∞(R;R2) ��	�
Ψ > (0, 0) �
� ����� �� ���� 	�� ����	�	���

KerLa,d = span{Φ′(a, d)}, KerLadj
a,d = span{Ψ(a, d)} %��+�&3'



�� ������� �	 
�����
���� ���������� �����

�������� 	
�� ��� ����
�
�
�
��∫ ∞

−∞
〈Ψ(ξ),Φ′(ξ)〉 dξ = 1. ��������

�� �
��
���
�� ���� ���� � 
���
�! ��
�

RangeLa,d = {f ∈ L∞(R;R2) :

∫ ∞

−∞
〈Ψ(ξ), f(ξ)〉 dξ = 0}. ��������

���!� 
����"
���! 
���	 �! �� �!� ��� 
���
�
� #����
�� ������� �� !��	 ��
� ��� �

�
(c,Φ) "����"! !������$ �� ��� �
�
�����! (a, d) ∈ T � �� 
""
�
��� 	� �%�

� 
 !
��
�� ∂ac�

����� ������ ��� �
�!

T � (a, d) �→ c(a, d) ∈ (0,∞),

T � (a, d) �→ Φ(a, d) ∈ BC1(R;R2)
������&�


�� C∞'!������ �� 
""
�
��� 	� �
(�

∂ac(a, d) > 0 ��������

#�� 
�� (a, d) ∈ T �

������ ��� C1'!�������!! �# ��� �
�! (c,Φ) #����	! #��� �)�� ���� ��& � *� 
������
�# ��� !�������!! �# ��� #����
�� g� ��
! �
� ��
"
�$ %� �+���"�" �� ��� "�!
��" C∞'
!�������!! %$ �!
�� ��� 
"�
! 
� �)�� ,� �� !�� �� 
� 
���
�
� #����
�� 
�������

���� ��� �
��! �# ���� -���� ��. �

/
0�����

�
�� �����&� 	
�� ��!���� �� a� 	� �������

−[∂ac]Φ′ − c[∂aΦ
′] = dJΔ+[∂aΦ] +DG(Φ; a, d)∂aΦ+ ∂aG(Φ; a, d), ������.�

	�
�� �
(�!

−[∂ac]Φ′ + La,d∂aΦ = ∂aG(Φ; a, d). ��������

����$
�� �������� 
�" ���
�� ��
� ∂ag(u; a) = −u(1 − u) < 0 #�� 
�� u ∈ (0, 1)� 	�
�%�

�

−∂ac =
∫ ∞

−∞
〈∂aG(Φ(ξ); a, d),Ψ(ξ)〉 dξ < 0, ������)�


! "�!
��"�

	
�
����
 ������ �# (a, d) ∈ T � ���� 
�!� (a′, d) ∈ T #�� 
�� (a′, d) ∈ Ω− 	
�� a′ ≥ a�

����� �� ������	 
�
�
� ��� !�
������! #����	 "
�����$ #��� 1���
�
 �����'����&�



���� �����		
�� 
���� ��

����� ������	
����	�
� 
� ���
�

�� ��� ��	 �
	 	� ���
�� ����
	
��� 	��	 �
����	�� �
	��� c(a, d) = 0 �� c(a, d) > 0�
�� 	�
� ���� �� 
�	���
�� 	�� �
��	
���

ua,d(v) = v − g(v; a)

2d
, va,d(u) = u− g(u; a)

2d
��������

��� ��	� 	��	

u#(a, d) = ua,d

(
v#(a, d)

)
, v#(a, d) = va,d

(
u#(a, d)

)
��������

��� ���� # ∈ {A,B,C} ��� (a, d) ∈ Ω−� ��� ����� ��	���� �� 	���� �
��	
��� ���
����	�� �	 	�� ��
	
���  �
�	�

γc;±(a, d) = 1
3 (a+ 1)± 1

3

√
a2 − a+ 1− 6d

= uinfl(a)±
√

1
3 (g

′(uinfl(a); a)− 2d).
������!�

"�� ��� ���
�# 	��	 	�� �
��	
��� ua,d ��� va,d ��� �	�
�	�# �������
�� ��
[γc;−(a, d), γc;+(a, d)] ��� �	�
�	�# 
������
�� �
	�
�� 	�
� 
�	������ ��� ������
�� ��$
���
�� ���
�	 �� ��
	� 	�
� ������	��
%�	
�� ��� �
�� ����� 
� 	� ��	�&�
�� c(a, d) = 0
��� � �
��
'���	  ��	
�� �� 	��  �����	�� ��	 Ω−�

����� ������ (�� ��# (a, d) ∈ Ω− �� ���� 	�� �����
��

0 ≤ γc;−(a, d) ≤ a ≤ γc;+(a, d) ≤ vB(a, d). ��������

)� (a, d) ∈ Ω− 	��� 	�� 
��*
��
	
�� 
� �������� ��� ��� �	�
�	�

������ +�	 
� '��	 '� (a, d) ∈ Ω−� �� ��	� 	��	 2d < 2d+(a) =
g′(a;a)

2 ≤ g′(uinfl(a);a)
2 �

��
�� 
� �
�� 	��	 γc;±(a, d) ��� ����$��'���� )� ���
	
��� 	�
� ������ 
� 	� ��� 
	�

u′a,d(a) = 1− g′(a; a)

2d
≤ −1, ��������

��
�� ����� 	��	 a ∈
(
γc;−(a, d), γc;+(a, d)

)
�

)�  ��	
�
���� 	�� �
��	
�� v �→ ua,d(v) 
� �	�
�	�# �������
�� �� [a, γc;+(a, d)]� "�
����
�	 �� 	�� �����
���

ua,d

(
vA(a, d)

)
= uA(a, d) < uB(a, d) = ua,d

(
vB(a, d)

)
, a < vA(a, d) < vB(a, d)

������,�
�� ����� �����	 ���� vB(a, d) ≤ γc;+(a)� ��� ���
�	� ��� 	�� ������� ���� (a, d) ∈ Ω−
��� ������ &# ���	
�

	#�

����� ����	� -���
��� ��# (a, d) ∈ Ω− ��� ��
�� d ≤ 1
8 (1 − a)2� ���� �� ����

c(a, d) = 0�



�� ������� �	 
�����
���� ���������� �����

������ ��� ��� 0 < a < 1	 
���
 d∗ = 1
8 (1 − a)2 ��� ������
 ���� (a, d∗) ∈ Ω−�

�� ������� �� ��������� ����� �� ����
� �� ���
 ���� c(a, d∗) = 0� �������� �� ��

�������� ���� c = c(a, d∗) > 0	 

 ������


0 > −cΦ′v(ξ)
= d∗[Φu(ξ + 1) + Φu(ξ − 1)− 2Φv(ξ)] + g(Φv(ξ); a)

> −2d∗Φv(ξ) + g(Φv(ξ); a)

= −2d∗ua,d∗
(
Φv(ξ)

)
.

 ������!

"���
 0 < γc;+(a, d∗) < vB(a, d∗)	 ��
�
 
����� ξ∗ ∈ R ��� 
���� Φv(ξ∗) = γc;+(a, d∗)�
#�
 $
� ����� �� ����

ua,d∗
(
γc;+(a, d∗)

)
= 0,  �����%!


���� ����
� �� �� �&���� � ������������� &� ���$��� ξ = ξ∗ ��  ������!�

'
 ��
 �
� ��� �� �
��(
 �  ���)�����! ��������� ���� �������

� c(a, d) > 0�
#�
 �����
�� 
��� &
 �� ���
 ��� ��
 
����
��
 �� �������� &���������� 
�(
�� *
� ��
��
�
���
 ���$ ��� (a, d) ∈ Ω− \ T 	 
���� �����
� c(a, d) = 0� '������ (Φu,Φv) =
Φ(a, d) ��� ��
 ����
�������� ���+�
	 

 ��������
 ��
 �
,�
��


(ui, vi) =
(
Φu(2i),Φv(2i+ 1)

)
,  �����-!


���� �����+
� ��
 ������

lim
i→−∞

(ui, vi) = (0, 0) lim
i→+∞

(ui, vi) = (uB(a, d), vB(a, d)
)
,  ������!

���
��
� 
��� ��
 ��.
�
��
 
,������

0 = d
[
vi + vi−1 − 2ui

]
+ g(ui; a),

0 = d
[
ui+1 + ui − 2vi

]
+ g(vi; a).

 �����/!

�������� � ����� �� ��
 +��� 
,������	 

 �&���� ��
 �������� ����
�

vi+1 = 2
[
ui+1 − g(ui+1;a)

2d

]
− vi,

ui+1 = 2
[
vi − g(vi;a)

2d

]
− ui,

 �����0!


���� ��� &
 
����
� ��

vi+1 = 2va,d(ui+1)− vi,

ui+1 = 2ua,d(vi)− ui.
 ����1�!

2� ����������	 

 ��� �&���� (ui+1, vi+1) &� +��� �
3
����� (ui, vi) ����4�������
������� ��
 ���(
 u = ua,d(v) ��� ��
� (
�������� ������� ��
 ���(
 v = va,d(u)�
5��
� �� ���� �
��
���� ���������	 

 �
� ��� �� ��������� � �
������


[utop(a, d), uB(a, d)]× [vtop(a, d), vB(a, d)]  ����16!



0

(ui0+1, vi0+1) i0

[0, ubot(a, d)]× [0, vbot(a, d)]

(ui0+1, vi0)

(vbot, vtop) : Ω− → [0, 1]2

0 < vbot(a, d) < γc;−(a, d) < vtop(a, d) < γc;+(a, d) < vB(a, d)

ua,d

(
vbot(a, d)

)
= ua,d

(
vtop(a, d)

)
= uB(a, d)

(a, d) ∈ Ω−
Ω− d > 0

(a, d) ∈ Ω− ua,d(0) = 0

ua,d

(
γc;+(a, d)

)
< ua,d

(
vB(a, d)

)
= uB(a, d) < a = ua,d(a),

ua,d(v) = uB(a, d) (0, vB(a, d)]
uB(a, 0) = 0 d = 0

vbot(a, 0) = 0 vtop(a, 0) = a d = d−(a) > 0



�� ������� �	 
�����
���� ���������� �����

��� ��� (a, d) ∈ Ω− 	
�� d > 0 	
 ��	 �
��
 ��
 ��������

utop(a, d) = 2ua,d

(
γc;+(a, d)

)
− uB(a, d). ��������

�
 ���
 ����
(
utop(a, d), γc;+(a, d)

)
��� �
 �

� �� ��
 ���
������ �
�
��
�� ��(

uB(a, d), γc;+(a, d)
)
������� ��
 ����
 u = ua,d(v)�

����� ������  
�! ��� (a, d) ∈ Ω− ��� 	�
�� c(a, d) = 0 ��� ����
�
� ��
 �
"�
��

{(ui, vi)} �
��
� 
� ������#�� $�
� ��
�
 
%
��� i0 ∈ Z ��� 	�
��(

utop(a, d), vtop(a, d)
)
≤
(
ui0+1, vi0+1

)
≤
(
uB(a, d), vB(a, d)

)
, ������&�

	�
�

(0, 0) ≤

(
ui0 , vi0

)
≤
(
uB(a, d), vbot(a, d)

)
. ������'�

������ ��� ��� i ∈ Z 	
 ���
 ��
 
�
"���
�

�

ui ≤ ui+1 ≤ uB(a, d), ������(�

	�
�� 
)*�

� ���� 	
 )��� ���
 ui ≤ ua,d(vi) ≤ ui+1� +� *���
�����, 	
 �

 ����

ua,d(vi) ≤ uB(a, d), ������-�

	�
�� 
)*�

� ����

vi /∈
(
vbot(a, d), vtop(a, d)

)
. ��������

+� ���
�
��, 	
 ���


ui = 2ua,d(vi)− ui+1 ≥ 2ua,d(vi)− uB(a, d). ��������

+� *���
�����, ��� 
�
�� i 	
 

��
� ���


(0, 0) ≤ (ui, vi) ≤
(
uB(a, d), vbot(a, d)

)
��������

�� (
utop(a, d), vtop(a, d)

)
≤ (ui, vi) ≤

(
uB(a, d), vB(a, d)

)
. ������.�

$�
 �
)
�� �������� 
)*�� ���� ��
�
 
%
���M 
 1 �� ���� �������� ����� ��� ��� i ≤ −M
��� ������.� ����� ��� ��� i ≥ M � +� *���
�����, ��
�
 )��� �
 /�)* �
�	

� ��
�

�	� �
���

��� ��� (a, d) ∈ Ω− 	
�� d > 0, ��
 
�
"���
�

� �������� 
)*�� ���� ��
 �����
��
ua,d 
� ���
���� 
���
��
�� �� [0, vbot(a, d)]� $�
� ����	� �� �� �
��
 �� 
��
��


uinv
a,d : [0, uB(a, d)]→ [0, vbot(a, d)]. ������#�

+� ���
�
��, 	
 
�������
 ��
 �����
��

va,d;r(u) = 2va,d(u)− vB(a, d), ��������



���� �����		
�� 
���� ��

����� ��� 	
 ���
�
�
�
� �� ��
 �
������ �
�
����� �� ��
 ���
 v = vB(a, d) ������� ��

����
 v = va,d(u)�

��� ��� (a, d) ∈ Ω− ���� d > 0� ��
�
 �
�������� ����� �� �� ��������
 ��
 ��������

ubot(a, d) = max{u ∈ [0, uB(a, d)] : va,d;r(u) = uinv
a,d(u)}. ������� 

!� ������� �� ��
 ��
"������
�

va,d;r(0) < 0 = uinv
a,d(0) < uinv

a,d

(
uB(a, d)

)
= vbot(a, d) < vB(a, d) = va,d;r

(
uB(a, d)

)
,

������# 
��
 ��� �
���� ���� ubot �� �
��$�
��
� ��� ��������� �� (a, d)�

����� ������ %��& (a, d) ∈ Ω− ��� ����'
 ����

ubot(a, d) < utop(a, d) �����() 

������ *�
� �
 ���
 c(a, d) > 0�

������ +�

��
 ��
 �������� ���� c(a, d) = 0 ��� ������
� ��
 �
"�
��
 {(ui, vi)}
�
��
� 	� ������, � ���
��
� ���� ��
 �������� ����
 i0 ∈ Z ���� �


��� �� -
''�
������ +���
 ��
 �
"�
��
 {ui} �� ���$�
��
������ �
 ���
 ui0+1 ≥ ui0 ����� �'
��
�
����

ui0+1 ≥ ua,d(vi0). �����(. 

/0
������� 0 ≤ vi0 ≤ vbot(a, d) ���� ���
�

0 ≤ vi0 ≤ uinv
a,d

(
ui0+1

)
. �����(� 

!� ��
 ���
� ����� ��
 ��
"������ vi0+1 ≤ vB(a, d) ��
���

vi0 ≥ va,d;r(ui0+1). �����(� 

1�'	����� ���� ���� �����(� � �
 �

 ���� ui0+1 ≤ ubot(a, d)� 2��
�
�� ������� 
�'
��
� ���� ui0+1 ≥ utop(a, d)� ����� ��
��� ��
 �
���
� ��������������

����� ����	
���
� 
� utop > ubot

3� �����
 ��.) �
 ���� ��
�
 ��
 '�� ��'
������� �
���� ���� ��
 ������ ��
"������

�����() ������ ����� 
����
� ���� c(a, d) > 0� 4
 ���� 
��� ��
 ����
 d = (1−a)2

8 �
	
��� ����� �
 ���
 
���	����
� ���� c(a, d) = 0� *�&
� ���
��
�� �
 �

� ���� ��
�

�
����� ���
� � �
�����	�
 
������ �� ��
 
���'
�
� �
��
 Ω−�

!�� ���� ���& �� �� ������������ �
���� �������� �
������� �� ��� ��'
���� ����
c(a, d) > 0 �
�� ��
 ���
 (a, d) =

(
1
2 ,

1
24

)
��� ��
 ����
� (a, d) = (1, 0)� 5� �


�

�������� �
 ��������� � ��'
���
� 	�� �
�&
� �
����� �� ��
 ��������� utop > ubot

	� 
0
������� ��
 '����������� �� va,d;r�



(1 - a)2
8

-
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Lemma 2.4.9 yelds c>0

a

(a, d)
ubot(a, d) < utop(a, d)

T Ω−

(a, d) ∈ Ω− d > 0 va,d;r
[0, uB(a, d)]

v′a,d(u) = 1− g′(u;a)
2d > 0 u ∈ [0, umin(a)]

uB(a, d) > umin(a) a = 1
2

0 < a < 1
2

v′a,d
(
uB(a, d)

)
≥ v′+

(
uB(a, d)

)
> 0.

uB(a, d) ≤ a ≤ γc;+(a, d) uB(a, d) ≤ γc;−(a, d)
va,d va,d;r [0, uB(a, d)]

a ∈ ( 12 , 1) vB(1 − a, d) > umax(1 − a)

uB(a, d) = 1− vB(1− a, d) < 1− umax(1− a) = umin(a).

(a, d) ∈ Ω− d > 0

va,d;r
(
utop(a, d)

)
> vbot(a, d).

utop(a, d) > ubot(a, d)

uinv
a,d ≤ vbot(a, d) va,d;r

(
a, d−(a)

)
a ∼ 1 a = 1

2 utop ubot

c(a, d) > 0 (a, d) ∈ Ω−



���� �����		
�� 
���� ��

����� ������� �� ���� ��� �	
���
���

uB

(
a, d−(a)

)
= 1

4 (1− a)2 + 1
8 (1− a)3 +O

(
(1− a)4

)
,

vB
(
a, d−(a)

)
= 1− 1

2 (1− a) +O
(
(1− a)4

) ��������

�� a ↑ 1�
������ �	
��
�
�� ��������� ����� �������� �
�� ��� �������� d(a) = d(1 − a)� ��
����
�

uB

(
a, d−(a)

)
= 1−vB

(
1−a, d−(1−a)

)
, vB(a, d−(a)) = 1−uB

(
1−a, d−(1−a)

)
.

��������
 �� !��
��! �	
���
��� ���"� #����� #��� $��
��
�
�� ����%�

����� �����	� �� ���� ��� �	
���
���

utop

(
a, d−(a)

)
= 1

4 (a− 1)2 +O
(
(1− a)3

)
,

va,d−(a);r

(
utop

(
a, d−(a)

))
= 1 +O

(
1− a

) ������&�

�� a ↑ 1�
������  ���� �	
���
��� "�� �� #�'�! �� �'���
�
�� �# �������� 
��� ��� !�(�
�
���
�������� ��! ���������

)� �""�'�� �# ��� 
!���
�� γc;−(1, 0) =
1
3 ��! ��� 
��*'��
�� vbot(a, d) ≤ γc;−(a, d)�

�� ��� ���� ��������� ����++ 
�
�
�� ����

utop

(
a, d−(a)

)
> ubot

(
a, d−(a)

)
�����%,�

�������� 1− a > 0 
� �'-"
����� ������

����� �������  �� 
��*'��
�� ������%� ���!� #�� (a, d) = ( 12 ,
1
24 )�

������ ��
�
�� (acp, dcp) = ( 12 ,
1
24 )� �� "�� �	
�
"
��� "��
'��

γc;+(acp, dcp) =
1

2
+

1

6

√
2, �����%+�

��
"� �������� �
�� ��� �	
����
��� ������%� ��! �������� �
��!�

utop(acp, dcp) =
1

2
− 4

9

√
2 +

1

6

√
3. �����%��

.�
�� �������� �� ����
�

vacp,dcp;r

(
utop(acp, dcp)

)
=

1

2
− 1240

243

√
2 +

229

54

√
3 ∼ 0.6286. �����%��

/� 
���
"'���� �� ����

vacp,dcp;r

(
utop(acp, dcp)

)
> acp ≥ γc;−(acp, dcp) ≥ vbot(acp, dcp), �����%��

�� !��
��!�
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� ����� ������ �������	����� ���� �	�
 ������� ���� ����� ������ ����� ��
�	� ����� ����! �
� � � ��
�	
"	�� �� � � �"
��	�
� ubot �
� utop� �
����� � �
�#�����	�
 �������
 ��
 $� ����	���
 ��

Γ(a) = utop

(
a, d−(a)

)
− ubot

(
a, d−(a)

)
. �������
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