el e

1. Inleiding

Dit is een verslag van lopend onderzoek naar d» m»thodologi,» vnn hol, analy-
seren vnn kloin» steekproeven voornamelijk vnn discrete data. We bekijken en
vergeli jken oon aantal technieken voor het benalen vnn steekproevenverdel i ngen,
on we makon software hiervoor, waarbij gebruik: Likheid, ruime aar-
heid en efficiénti® d» doelen zijn. Wo zoeken nnnr regels die i« te*pMbMfheid
en do beperkingen van elk van deze btechni»kon aangeven., Tens |oibte noemen we een
aantal methodologi sche problemen di» specifiek zijn voor kleine :|eekproevenver-
delingen, die bij toenemende steekproefomvang vanzelf verdwijnen »n di" mede
daardoor in hol. algemeen weinig aandacht krijgen.

Hoewel u» dezel! |» problemen »n dezelfde oploss ingsmethoden in zeer ver-
schillende situaties btegenkomen, zijn we or (nog??) nint in geslnapd een algemene
probleemstel | i ng te formul eren waarvan dio ipeciale pgevallen
zijn. Wa beperken ons daarom tot pon opsomming vnn do drie belangri jkste situaties
waarop ons onderzoek zi1ch richt.

1.1 — 2x2- en grol»r» rxe~tabel len:
ch " ;» op onafhankel | jkheid of homogenil»it.. Permutatie tegen geor-
dende n| ternatieven, zoals de correlatieratio, Kruskal-Wall i s, Kendalls tau,
Spearmans Ra »n d» gewone correlaMecoeffici»nl. r. [ndien &én variabele (correlatie-
ratio, Kruskal-Wallls) of beide variabelen (tau, H», on r) van ordinaal of
interval-nivean zijn, dan zijn or dus veel knopen. Anders zouden we | let
in oon rxec~tabel presenteren,
Kloi ne-steekproevenverdel i ngen »n betrouwbaarheidsintervallon voor associatie-
ma Len.

1.2 — Methoden gebaseerd op de permutal.ieverdel |ng vnn rangnummers of vnn do oor-
spronkelijke scores (met weinig of geen knopen).
Hiebri] denken wo vooral aan non-parametri flrho toetsen.

1.3 — Meerdimensionale kruistabel len: loglineaire »n |ogit-analyse.
Chiz—goodnens-nf—fi ttoetsen.
Verdel ingen vnn d» achal ters.

2 Het bepalen van steekproevenverdelingen

Voor het -eventueel bij benaderim en vnn steekproevenverdel ingen
vnn een astochast, meg T, kunnen d» volgende vijf methoden nuttig zijn:
2.1 — Tabellen.
Deze zijn alleen beachikbaar voor eenvoudipe situaties. mot, weinipg parameters
on (erg) kleine aantall»n waarnemingen. % dn bijvoorbeel d knopen optreden, of
pecensureerde data, of stratificali» vnn d» steekproef Inten btabellen onr, in het
nlgemeen in de steek.
2.2 — Hot gebruik vnn asymptotiache m» !l hoden.
De meeste poodness-of-fittoetsen 7.ijn pebaseerd op do lLikelihood rntio toetr. »f
asymptotisch gelijke prootheden moals Pearsons X2 ) (obs-exp)* /exp. Voor log-
lineaire on logil-modell»n ia do maximum<likelihoodmethode do universeel gebruikte
acha btingsme thode. nok bij permutatietoetsen bij geknoopte waarnemingen wordb
meestal pebruik pemaakt vnn do as)y mptotische verdeling.
Het. grote probleem met de meeste asymptotische methoden is dat weinig bekend

dis over hun nauwvkeurigheid bij eind kproeven: wo.l i 1 iijn
"voldoende groot"? Mede doordat in vod toepa oon nauwkeurigheid van één
of tweea e¢ijfers ruimschool nde is, 7.1Ljn do gebruikolijke asymplotische
methoden vaak a] bij ver s jend kleine sail.. kproeven voldoen o nauwkeurig. Dit
gaal, dun vaak poed, maar nogmaals: or zijn weinig res | Len “of het
roed gaat.

2.3 — Hel aftellen vnn alle punten uil do ui tkomatenruimte.

De voornaams be beperking vnn deze methode is dat het al gauw veel work Ip. 7.0 is
het nnnl.nl permutati on nlvan de orde (n/e)™, on voor n 10 ig n! nl ruim 30 miljoen.
Hot, aantal rxe-tabel l»n mot. gegeven marginal»n neemt toe nir, V& voor n—sw (maar
niet exponentieel, zoaln vnnk pedacht wordt). Jli! ie dus geen enkel bezwaar bij
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1. Inleiding

IM L ia oon verslag van lopend onderzoek naar de methodologie van het analy-
seren van kleine sleekproeven voornamelijk vnn discrete data. wo bekijken en
vergel i jken oon amantal technieken voor het bepalen vnn steekproevenverdelingen,
en we maken software hiervoor, waarbij gebruiksvriendeli jkheid, ruime \ar=-
heid en effiniéntid do doelen 7,ijn. Wo zoeken naar n de toepasbaarheid
en do beperkingen van elk vnn do7,0 technieken mangeven. Tenslotlte noemen we een
aantal methodologisache problemen d i = gpecifiek zijn voor k | 0i n" ..es Leekproeveny esr-
delingen, die bij toenemende steekproefomvang vanzelf verdwijnon en aie mede
dRnrdoor iTl hot, n] gemeen weinipg aandacht krijgen.

Hoewel «o dezelfde problemen on dezelfde oplos: . len in meer ver-
schil lende situaties tegenkomen, zijn wo or (nog??) niet in geaslaagd één algemene
probleemgtel |l ing t.o formul eren waarvan die situa ipeciale pgevallen

zijn. Wo beperken ons daarom tot een opsomming vnn do drio bolangri jkate situation
waarop ons onderzoek zich richt.

11 — 2x2« Pn r 'xe=~tabel len:
Chi2-toe Laen op onafhankelijkheid of homogenitoit. ]. rpmutatietoetuen tegen geor-
elende Ml ternatieven, zoala do correlntieratio, Kruskal-Wa1l11lis, Kendalls tan,
Spearmans Re en do gewone correlatiecoefficient r. Indion één variabelo (rorrolatie~
ratio, Kruskal-Wallls) of beide variabelen (tau, Rq on r) van ordinaal of
interval -nivean 7,i,jn, dan zijn or dus veel knopen. Anders zouden we de dala niet
in men rxc~tabel presenteren.
Kleine wteakpfcievenvrdeli m en on betbtrouwbaarheldsi nterval lon voor associatie-
maten.

1.2 — Methoden gebaseerd op do permutat ieverdeling van rangnummers of vnn do oor-
spronkel ijka scores (mol. weinig of geen knopen).
Hiebri ] denken wo vooral aan non-paramol.riache Lootaon.

1.3 — Meerdimens lonale kruistabae! len: loglineaire on logit-analyse,
Chi’ -goodness~of ~f'1 ttoetsen.
Verdel ingen vnn d" schal!ers.

2 Het benalen van steekproevenverdelingen

Voor het -eventueel bij benaderim en, vnn 8l eekproevenverdel ingen
van oon stochast, geg T, kunnen do volgende vijf methoden mutbtig 7.1.111
2.1 — Tabellen.
Deze zi jn alleen beschikbaar voor eenvoudipge situaties moi weinig parameters
on (erg) kleine amantallen waarnemingen. % dra bi jvoorbeel:l knopim optreden, of
pecensureerde data, of strat.ificati= vnn de .:teekproef laten tabellen onr. in het
nlgemeen in do steek.
2.2 — Het gebruik vnn asymptoti ache methoden.
De meeste poodness-of-fittoetsen 2ijn pebaseerd op de 1.ikelihood ratiotoets of
asymptotisch gelijke grootheden soals Pearsons X2 ) (obs-exp)”/exp. Voor log-
lineaire on 1ogit,-model1"n ia do maximum-] i kol ihoodmethode de una rebruikte
schattingsme thode. Dok bij permutatietoetsen bij geknoopte waarnemingen wordt
meeatal gebrulk pgemaakt vnn d" as)mptotische verdeling.
Het grote probleem met d" meeate asymptotische methoden is dat weinig bekend
‘is ovor hun nauwkeuripgheid bij eindige =teekproeven: welke sievkproeven zijn
"voldoende groot"? Mede doordat il. ver] toepassingen oon nauwkeurigheid van één
of twee cijfers ruimachoots voldoende is, zijn do gebruikolijko nsymplot ische
methoden vaak al blj verrassend kleine steekproeven voldoende nauwkeurig. Dit

gaal. dua vaak poed, maar nogmaalr.: or zijn weinig res +llon of het
poed geount,

2.3 — Hetl aftellen vnn allo punten uit do uitkomatenruimte.
De voornaamste beperking vnn deze methoda is dnt. bot, nl gauw voo] work l8. 70 is
het aantal permutaties nlvan de orde (n/e)®, on voor n I' 1a n! nl ruim 33N miljoen.
Mot, aantal rxc-tabellon met gegeven marginalon neemt toe als nVE voor n— m (maar
niet exponentieel , zoals vnnk pedacht wordt), Dit is du: , -l bezwaar bij
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2x2-tabel |l on (waarbi] ve |), ondanks dat SPS3 vanaf n=21 zeer dubieuze asymp-
totische benaderipgen geeft. Mot, enige behendigheid en MOt de snelheid van
hodendaags rekentuig is hat aftellen van de Ui tkomstenruimte in een aantal
interessante gevallen toepasbaar. Fen andere aardige to: pass|ng la het gebruik
van deze mathode hij het statint,jokondorwijs.

2.4 — Monte-Carlo en bootstrapmethoden.
Als we mbv. pseudorandom getal lon enkele honderden tot enkele duizenden trekkingen
genereren N| t. een benaa ]d0 verde | ing, €n WO berekenen voor elke trokking de waarde
vin T (do stochast waar we in g0l ntereaseerd 7,ijn), dan krijgen WO een tamelijk
nauvkeurige pchatting vnn do verdeling van T. Als do verdeling wnnr wo telkens
uit trekken bekend in (zoals bij een enkelvoudige H,) spreken We van Monte-Carlo;
als we deze verdeling eerat mbv. dO0 data moeten achatten, noemen we het pon
boota trapme th Ikoop is dit in bol, algemeen niet: er moot. In de orde vnn
1000 keer dezelfde schat.ter berekend worden. |s veel gevallen is dit duur maar
Niet onmogel i jk.

?.S — FKarakteristieke functies.
tn sommi ! mogelijk een recursieve betrekking aan te geven waarin
do karakteristieke Funetie vin T (dwz Fexp(iTt) ) voor n waarnemingen nl tgedrukt
wordt In dio voor (n-1) waarnemingen. Deze methode In voorgesteld door Pagano ft
Tritchler, 0.a. voor Wilcoxons één- en twees teekproeventoetsen, waarbij de omvang
van do berekeningen bij Loenemende N ::iechts evenredig zijn mot, n. Voor het
berekenen vnn kannen uit do karakterInticke functie kan men do Fast Fourior
Tranaform gebruiken, waarbij do rekentijd niet afhangt vnn n (maar wel. van de
gewenate precisie).

3 Specifieke kleine-steekproevenproblemen

3.1 Kens van d" to«taingsgootheid bijv. hij toetsen op onafhankelijkheid in een
rxe~tabel.
Do meeat gebruik! mm aotheden 2ijn: Pearsons X2, do -2 log likelihood
ratio, Freeman-Tukey en -2 log p(tabel |[Hs). Deze grootheden zijn asymtotisch
gelijk, "n dur: peeft de nsymptotische theorie weinig houvast vOOr non keuze bij
kleine steekproeven. Vnak wordt dnn een tonts gekozen waarvan de verdeling het
bes! benaderd wordt door de r‘,hi?—verdn],jng (waarschijnlijk kieat mon dan X:Z)-
Maar dat s natuurlijk eigenlijk oen tweederangs argument. (Hoewel, wat heb je
aan een betere toets waarvan j« d0 verdel ing niat kunt. bepalen?)

Ton belangrijke vraag is ook: hoe groot moot, do steekproef minstens zijn om
toetaen fiberhanpt zinvol te maken? In oen kruistabel met, alleen nullen en enen
is het onderscheid ingsvermogen vnn bovengenoemde toetsen zO gering (denken wc),
dat jo not, 7,0 goed nt random met kana o« zmow kunnen verwerpen.

Het lijkt een goed Idee OM .in standaardprogrammatuur 7,0 te maken
dat 00k enige zinvolle informaties gepeven worden over het onderscheid ings-
vermogen van do gekozen toets (en). Omdat de alternatieve hypothese meer-
dimensionnal is, is het echter niet zo makkelijk om automatisch enkele
relevante verdelingen uit de alternalieve hypothese to kiezen.

Veelvuldig komt mon do opvatting tegen, dnt voor het berekenen van exacte
overachri jd | ngskansen de punten Ui i. de nibkomstenruimte geordend zouden moeten
worden nnnr afnemende kansen. In feito neemt mon dan -log kana als toetsings-
grootheid. De voorntandera vinden dit 7.0 vanzel fsprekend, dnt, 7,0 do nl.tornatie-
ven niet eens noemen. O.i. bernat dit op "on misvatting, Onwe 7,i0N geen reden
om - log kana moor of minder amantrekko] i jk to vinden dan de andere toetaings-
prootheden, Dat het makkel ijkor t0 berekenen In, ia WOOr een tweederangsargumen t.

3.2 Cochran heeft 1 jaar geleden de voigende vulstregel gegeven VOOr d0 chi?-bena-
dering voor Pearsona X' in rxe-tabel | en onder onafhankell jkheid , onder do
voorwaarde (r-1){e-1) - 1.

[ndien allo verwachte waarden groter zijn dnn 1 on minstens 80% ia groter

dnn 5, en men neemt bot chi?-95%-punt als drempelwaarde, dan ligt het wer-

kelijke niveau vnn deze toets tussen de 3 en 7%.

In plaates hiervan stellen wi] do volgende vuistregel voor, din niet gcherper is,
mnnr wol ruimer Lospasbanr:

_
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Indien de rijmarginale frequenties onderling verachillend zijn, en

de kolommarginal o frequenties 66k, on mon neemt het chij- ~95%-punt,

nlas drempelwaarde, dnn ligt het workolijkp niveau vnn <lo t, 'ets minder

ver van do (ideale) 0,05 af dnn

0.05 1 _1
r.«c exp

3.3 tn veel gevallen blijkt de asymptotische verdeling vooral van de echt.o ver-
deling 1,0 verschil lon doordat do laatato discreet is. ;on situatie waarin deze
discreetheid extra geprononceerd in, ia bijvoorbeeld een rxc-tabel mot, gelijke
marginalen (vergelljk do conditio in do eerst.o regel van deze pagina). De
pangbare opvatting dat do asymptotische benaderingen vooral in symmetrische
situaties poed Loepasbaar zijn, in dus niet algemeen waar.

3.4 Tndion do toetsingsgrootheid geen geheel getal is, on er zijn verschil lende
punten 1n do uitkomstenruimte mot. dezelfde of vrijwel dezelfde waarde van
d" toetaingsgrootheid, dnn kunnen afrondfouten in do berekening de volgorde
verstoren. Het pevolg kan zijn dat verschillonde computers mot. hetzelfde
p1 ogramma voor dezelfde data oon wezenlijk verschil!ende overschrijdi ngekans
berekenen.

Soms kunnen we di). probleem omzeilen door do toetsingsgrootheid nan.r oon
geheelwaardige variabele ir» transformeren (zonder in overflow-problemen t.0
geraken) . Soms 0ok kunnen wo oon  aangeven 24 dnt. waarden die minder dnn t
verachillen gelijk 7.i.ln. Fn als dat allemaal niet lukt, dan kunnen wo altijd
no); eon ondergrens on pon bovengrens voor hol. gevraagde antwoord berekenen.
(De meesta programma's geven alleen een bovengrens voor do p-waarde, overigens
zonder ),0 vermelden dnt, dit, alleen opn bovengrens is...)

3.5 Conditioneren On rnndomisoren.

De vraag of je bij het toetsen op onafhankelljkhe id in een rec ! ibel mop),
condi tioneren op de marginalen, en de vraag of jp mag of moot randomiseren

| everen lovondino discussies op (bijv. Snijders, 1980).

Hot. is btypi sch een probleem dat bij toenemende steekproefomvang vordwijnt.
omdat wel of niet conditioneren asymntotisch reen verschil maakt. terwijl het
hot. effeet vnn randomir,oren bij afnemende discreetheid verdwijnt.

3.6 Bij hei anialynoren van log-1 ineaire modellen knn hot. gebeuren dnl, enkoio
toevall | ge-nulcellon het schatten vnn bepaalde parameters ommogel ijk mnkpn.
Hij kloino steekproeven kan hot. zelfa gebeuren dat Jo helemaal geen modeltoets
kunt uitvoeren. Hoewel do meeste handboeken deze situatie wel behandelen,
vermelden ze nooit of de door hun beschreven toets niveau n heeft, conditioneel
op een uitkomst waarbij getoetst kan worden, of onconditioneel. Hoewel het hier
om oon tamelijk extreme situatie pgaat, la het toch opvallend hoe welnig gebrui-
kers van deze methoden hierover nagedacht hebben. Hoi 1= woer bypisch zo'n
probleem waarvan de kann op optreden al snel heel kloin wordt bij toenemende
steekproefomvang.
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