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Uber das Fortsetzen von Bewertungen in vollstindigen Koérpern

H.W. Lenstra, Jr. und P. Stevenhagen

Department of Mathematics
University of California
Berkeley, CA 94720

Zusammenfassung. Es wird ein Beweis der Fortsetzbarkeit einer Bewertung in einer endlichen Erweiterung vollstindiger
Kbérper gegeben, der weder auf den arithmetischen Eigenschaften nicht-archimedischer Kérper {Henselsches Lemma), noch

auf der Klassifikation archimedischer Kérper beruht.
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1. Einleitung.

Nachdem Hensel [3, 1908] die p-adischen Zahlen eingefiihrt hatte, wurden die Grundlagen einer ab-
strakten Theorie bewerteter Korper von dem ungarischen Mathematiker Josef Kiirschék in seiner
Arbeit Uber Limesbildung und allgemeine Kérpertheorie [4, 1912] entwickelt. Dort wird der allge-
meine Begriff einer Bewertung eingefithrt, und zwar als Verallgemeinerung des gewohnlichen Abso-
lutbetrages auf dem Kérper der reellen oder komplexen Zahlen. Kiirschék beweist, daB jeder bewer-
tete Korper durch ‘Adjunktion idealer Limes’ zu einem vollstindigen Korper ergdnzt werden kann.
Er benutzt dazu die Cantorsche Fundamentalreihenmethode, das iibliche Vervollstindigungsverfah-
ren fiir metrische Raume, das, unter Verwendung der Existenz eines reellen Zahlkdrpers, die von
Cantor erfundene Konstruktion des reellen Zahlkdrpers aus dem rationalen nachahmt. Anschlieflend
wird gezeigt, dafl in jeder endlichen Erweiterung L eines vollstindigen Kérpers K cine Fortsetzung
der Bewertung auf K zu einer Bewertung auf L existiert (Fortsetzungssatz). Es folgt hieraus un-
mittelbar, daff die Bewertung eines vollstindigen Kérpers K bis auf die algebraisch abgeschlossene
Hiille von K fortgesetzt werden kann, eine Aussage, bei der Kiirschak noch bemerkt, daff die von
Steinitz [7, 1909] bewiesene Existenz einer algebraisch abgeschlossenen Hiille beliebiger Korper zwar
‘auf dem vielfach umstrittenen Wohlordnungssatz des Herrn E. Zermelo’ beruhe, dennoch von ihm
fiir streng angenommen werde. Die Eindeutigkeit der Fortsetzungsbewertung wird nur bewiesen
unter der Annahme, konjugierten Groflen in der Erweiterung komme gleiche Bewertung zu. Frst
Ostrowski [5, 1917] zeigt, daB diese Fortsetzungsbewertung auch die einzig mogliche ist.

In der Einleitung zu seiner Arbeit bemerkt Kiirschdk, der Beweis des Fortsetzungssatzes lasse
sich fiir nicht-arcaimedische Bewertungen—das Wort geht auf Ostrowski zuriick—Ileicht aus den
Untersuchungen Hensels iiber die Zerlegung von Polynomen mit p-adischen Koeffizienten herleiten,
Da aber nicht alle Bewertungen von dieser Beschaffenheit sind, werden Ergebnisse aus der These
Hadamards [2, 1892] {iber die Art der Singularititen auf dem Konvergenzkreise komplexer Po.
tenzreihen zu Hilfe genommen, die in geeigneter Verallgemeinerung hinreichend sind, um den ajl-
gemeinen Fortsetzungssatz zu beweisen. Kiirschék bereut den erheblichen technischen Aufwand,
den die Verwendung der Hadamardschen Sitze mit sich bringt, und schreibt, er ziehe eg vor,
bloB Hensels viel einfachere Untersuchungen iiber dic Zerlegung der ganzen Funktionen in K(p)
(der p-adische Zahlkérper) anzuwenden und glaube, dafl die Sitze iiber die Bewertung der alge-
t;_raischen Erweiterungen mittels solcher Methoden bewiesen werden kénnen, die den Henselschen
Uberlegungen etwas niher stehen, als die von ihm benutzten. Er selbst habe aber vergebens nach
einer grofleren Annéherung gestrebt.



Die Verwendung der von Hadamard herrithrenden Ergebnisse fiir die Fortsetzung archime-
discher Bewertungen stellt sich tatsdchlich als berflissig heraus. Ostrowski {6, 1918] beweist
ndmlich, daB es bis auf topologische Isomorphismen nur zwei vollstindige archimedische Kérper
gibt—den reellen und den komplexen Zahlkdrper, mit einer Potenz des iiblichen Absolutbetrages
bewertet—so dafl der Fortsetzungssatz in diesem Falle offensichtlich zutrifft. Bemerkenswert ist
iibrigens, daf} alle uns bekannten Beweise des Ostrowskischen Satzes auf einem Sonderfall des Fort-
setzungssatzes (fiir die Erweiterung K C K (+/—1)) beruhen, der dann ad hoc bewiesen wird. Wegen
dieser geschichtlichen Vorgénge hat sich der Fortsetzungssatz einen Status als Folge der Henselschen
Ergebnisse in Verbindung mit Ostrowski’s Klassifizierung archimedischer Kérper erworben, den er
immer behalten hat.

Einen besonders schnellen und eleganten Beweis des Fortsetzungssatzes von der Hand des Herrn
Geyer findet man in den Proceedings der Brightonschen Konferenz [1, IT sec. 10, 1967]. Er ist nur
giiltig fiir lokal kompakte vollstindige Kérper, beruht aber auf véllig elementaren Argumenten
topologischer Art.

In dieser Arbeit wird der Fortsetzungssatz ohne jegliche beschrinkende Annahme mit ele-
mentaren Mitteln bewiesen. In dem Beweis, der also weder das Henselsche Lemma und seine Fol-
gerungen noch die Ostrowskische Charakterisierung archimedischer Kdrper verwendet, spielt die
archimedische oder nicht-archimedische Beschaffenheit der fortzusetzenden Bewertung iiberhaupt
keine Rolle.

2. Beweis des Fortsetzungssatzes.

Es sei ¢ eine Bewertung auf dem Kérper K, d.h. eine Funktion K — Ry, fiir die gilt:

¢(z) > 0 falls z 5 0;

Hzy) = H(2)p(y);
es gibt C € R derart, dafl ¢(1+ z) < C falls ¢(z) < 1.

Wir werden annehmen, wenn noétig ¢ durch eine geeignete Potenz ersetzend, dafi die Dreiecksun-
gleichung fiir ¢ erfiillt ist, d.h. ¢(z + y) < ¢(z) + ¢(y) fiir alle 2,y € K. Es sei jetzt K vollstindig
in Bezug auf die Bewertung ¢, und L eine endliche Korpererweiterung von K. Wir beweisen den
folgenden Satz.

Fortsetzungssatz. Es gibt genau eine Bewertung v auf L, fiir die 1| K = ¢, und diese Bewertung
wird gegeben durch die Formel

Y(z) = ¢(NL/I<($))1/[L’K] (z € L).
Hier bezeichnet Ny die Norm der Kérpererweiterung L/ K .

Beweis. Eine Vektornorm |.| auf einem K-Vektorraum V ist eine Funktion X — R o, die auflerhalb
0 positiv ist und fir die |z + y| < |z| + |y| und |kz| = (k) - |z| fiir k € K gilt. Als elementare
Tatsachen setzen wir voraus, da alle Vektornormen auf einem endlich-dimensionalen Velt:torr;%um
iiber K die gleiche Topologie induzieren [1, S. 52], und daf zwei Fortsetzungen von ¢ auf L identisch
sind, falls die von ihnen erzeugten Topologien gleich sind [1, S. 47]. Da jede Fortsetzung von ¢ auf
L in einer geeigneten Potenz eine Vektornorm auf L (in Bezug auf dieselbe Potenz von ¢) darst«.allt,
folgt hieraus unmittelbar, daf es nicht mehr als eine Fortsetzung von ¢ auf L geben kfmn_. Welt‘:%r
folgt, daB cine solche Fortsetzung durch die Formel im Satz gegeben werden mufl. Ist namhch_zp die
Fortsetzung von ¢ auf eine normale Erweiterung von X, die L enthélt, und o ein AutomorPhlSH}US
jener Erweiterung iiber I, so ist wegen der Eindeutigkeit 1(0z) = (z) fiir alle z € L. Schreibt

man jetzt Nz p(z) = Hgf_j{‘] o,z, dann folgt ¢(N 1 x(z)) = P([[owz) = ¢(x)[L=K],
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Aus der im Satz gegebenen Definition von v sieht man unmittelbar, daB ¥(z) > 0 falls z # 0,
dafl P(zy) = P(2)¥(y) und daB |K = ¢. Zu zeigen ist nur, daB} (1 + =) beschrinkt bleibt falls
¥(z) < 1. Hierzu wenden wir Induktion nach dem Erweiterungsgrad n = [L : K] an.

Fir n = 1 ist nichis zu beweisen. Nehmen wir also an, n sei grofler als 1 und der Fortset-
zungssatz treffe zu fiir Erweiterungen vom Grade < n. Ist nun L/K eine Erweiterung vom Grade
n, so diirfen wir gleich voraussetzen, dafl L eine primitive Erweiterung von K ist, sagen wir mit
primitivem Element a. Es 14}t sich dann jedes z € L eindeutig darstellen als z = Z:‘;ol @, mit
a, € K. Wir fixieren jetzt eine Vektornorm |.| auf L durch

n—1
{ Z a,o'| = m?xqﬁ(a,).

=0

Wir werden zeigen, dafl es Cy,Cy € Ryp gibt, derart, daB firallez € L
Cilz| < 9(z) < Calal. (1)
Hiermit ist der Beweis erbracht, da aus diesen Ungleichungen fiir z € L mit ¢(z) < 1 folgt, daf
Y(1+2) < Col1+ 2] < Co(1+ [o]) < Co(1 + CT (2)) < Co(1+ €T,

so daB ¢ tatséchlich eine Bewertung auf L ist. .
Die obere Grenze in (1) erhilt man unmittelbar aus den Definitionen. Bezeichnen wir ndmlich
mit P das homogene Polynom vom Grade n aus K[Xy, X1, ..., X n-1), fiir das

NL/I((Z?;-Ola!as) = P(aoa ag, --'7an~1)

gilt, so sieht man gleich, daB fiir Cy die n-te Potenz der Summe der ¢-Werte der Koeffizienten des
Polynoms P genommen werden kann.

Der Fortsetzungssatz ist jetzt also zuriickgefiithrt worden auf die Existenz einer Konstanten C'y
in (1), oder, was damit #quivalent ist, die Existenz einer positiven unteren Schranke C'y fiir 9 auf
S ={z € L:|z| = 1}. Fiir lokal kompakte, nicht diskrete K ist diese Existenz trivial, wie dibrigens
auch die Existenz einer oberen Schranke, da dann S kompakt ist.

Wir beweisen zuerst, dafl es eine positive untere Schranke in (1) gibt fiir Elemente der Form

a+ba, mit @ und bin K. Wire dies nicht der Fall, so gibe es eine Folge (a,-b,), solcher Elemente,
fiir die

Ni/k(a, + ba) — 0in K
max(¢(a,), (b)) = 1 und b, # 0 fir jedes 1.

Es sei ¢, = a,/b,. Ist ¢(b,) = 1 fiir unendlich viele 2, so nimm¢t ¢(Nr/x(e. + a)) beliebig kleine
positive Werte an. Ist dies nicht der Fall, so gibt es unendlich vicle ¢ mit ¢(a,) = 1, und fiir solche s
wird ¢(N 1, (1+ ¢ a)) beliebig klein. Wir definieren das Polynom F als das eindeutige Polynom,
fir das im ersten Fall F(a) = N1, x(a+c) firalle a € K, und im zweiten Fall F(a) = Np/k(1+aa)
fiir alle ¢ € K. Es hat dann aber F eine Nullstelle in K wegen des folgenden Lemmas, das wir
spater beweisen werden.

Lemma. Ist f ein Polynom in K[X), und gibt es fir jedes ¢ € Ry ein Element a € K mit
¢(f(a)) < ¢, so hat f eine Nullstelle in K.



Wir folgern, dafl o € K, was unmoglich ist, da wir vorausgesetzt haben, dafl n giofier als 1 ist.
Dieser Widerspruch zeigt, dafl ¢(z) > Cplz| gilt fiir ein positives Cy und alle ¢ € L der Form a+ ba.
Man bemerke, daf§ hieraus schon der Fortsetzungssatz fiir n = 2 folgt.

Hieraus ergibt sich leicht, dafl es auch fiir Elemente der Form z = H;’;ll (a,+b,a) mit beliebigen
a;,b, € K eine positive untere Schranke in (1) gibt. Wegen der Dreiecksungleichung fiir ¢ gilt
ndmlich

n—1 n--1
| H(ay + b)) < 2n-t H la; + 8,0,
g=1 7=1

und daher

n—1 n-—1 n—1 n-—-1
T/’(H(aa +b,0)) = H Play + ba) > Cgt H lay + byl > cgtatm H(aJ + b))
J=1

7=1 7=1 =1

Wir behaupten, daf} es jetzt eine positive untere Schranke in (1) fiir alle z in L gibt. Bestiinde
sie ndmlich nicht, so gibe es in K[X] eine Folge nicht-konstanter Polynomen f, = Z’;;Ol a, X7
(i=1,2,...) derart, dafl

b(file)) =0

(o)l = _max  dlay)=1 (i=1,2,3,..). (2)

Wir haben schon gezeigt, dafl es keine Folge volligin K[X ) zerfallender Polynome f, mit den Eigen-
schaften (2) geben kann. Um den algemeinen Fall aus diesem Sonderfall herzuleiten, bilden wir
innerhalb einer algebraisch abgeschlossenen Hiille von K fir k = 1,2,3,... den Zerfallungskorper
My, der Polynome {f,},<x iiber K. Da jeder Kérper My, aus K gebildet werden kann durch endlich
viele sukzessive Erweiterungen vom Grade kleiner als n, 1483t sich wegen der Induktionsvorausset-
zung die Bewertung ¢ in eindeutiger Weise auf My fortsetzen und My ist vollsténdig in Bezug
auf diese Erweiterungsbewertung. Da offensichtlich My C My gilt, gibt es eine Fortsetzung von
¢ auf den Zerfallungskdrper UMy sdmtlicher Polynome f,. Es sei M die Vervollstindigung von
Uk M}, unter dieser Bewertung, und x die induzierte Bewertung auf M. Ist das Minimalpolynom des
primitiven Elementes @ von L/K reduzibel iiber M, so 148t sich L in einc Erweiterung vom Grade
< n des Korpers M einbetten. Die Bewertung x hat wieder wegen der Induktionsvoraussetzung
eine Fortsetzung auf diese Erweiterung, und seine Beschrinkung auf L ist eine Fortsetzungsbe-
wertung von ¢ auf L, also gleich 9. Es kann dann aber iiberhaupt keine Folge von Polynomen
mit den Eigenschaften (2) geben, da fiir eine Fortsetzungsbewertung 3 von ¢ auf L notwendi-
gerweise (1) gilt: Widerspruch. Ist obiges Minimalpolynom irreduzibel in M[{X], so ist L® g M
cine Korpererweiterung von M vom Grade n mit primitivem Element o. In diesem Fall ist ( fa)
eine Folge vollig zerfallender Polynome in M[X], die die Eigenschaften (2) mit x statt ¢ besitzt:
Widerspruch.
Dies beschliefit den Beweis des Fortsetzungssatzes.

Beweis des Lemmas. Wir diirfen offensichtlich annehmen, f sei vom Grade n > 1. Wegen der
Voraussetzung gibt es eine Folge (2,)%2, in K mit lim f(z,) = 0. Wir werden einen Héiufl}ngspur}kt
dieser Folge konstruieren. Es folgt dann gleich aus der Stetigkeit der Funktion f auf K daf dies
eine Nullstelle von f ist, und das Lemma ist bewiesen.
Wir zeigen zuerst, daff die Folge (z,) die folgende Eigenschaft besitzt:
(3) fiir jedes 6§ € Rsq gibt es eine ganze Zahl k = k(6) > 0 derart, daB unter n + 1 beliebigen
ganzen Zahlen > k immer zwei sind, sagen wir i und j, fiir die |z, — z,| < §.
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Hierzu setzen wir € = |a|6™/(n+1), wobei a der hochste Koeffizient von f ist, und wihlen ein £ > 0
so, da8 |f(z,)| < € falls i > k. Wir wollen jetzt fiir n + 1 beliebige Elemente yo, %1, ..., y, der
Folge (2,).>x zeigen, daf} die reelle Zahl ¢ = min{|y, — y,] : 0 < i < j < n} kleiner ist als §. Wir
diirfen voraussetzen, dafl u # 0, sodafl die Elemente y, unterschiedlich sind. Man hat dann wegen
der Lagrangeschen Interpolationsformel

f= Zf(y.)Hg——:—%;-.

1=0 g#r 7*

Vergleich der hochsten Koeflizienten ergibt

a= Z f(y) H(yz ~y,)7

1#1
und demzufolge
lal < (n+1)- € u~ = [al(6/p)"
Es ist also g < §, womit (3) bewiesen ist.

Aus (3) folgt leicht folgende prizisere Aussage: fiir jedes § € Rxo gibt es eine ganze Zahl
k = k(&) > 0 und n Elemente 21, .., 2z, der Folge (z,),>r derart, daf}

€3
{utiok C U{x € K : |z~ 2] < 6}
=1
Man wihlt ndmlich k = k(§) wic in (3), setzt zy = zx and definiert die anderen z, auf die folgende
induktive Weise. Es sei 2,41 ein beliebiges Element der Menge

J
{eor\ {2 € K t]o~ 2] < 6}
=1

falls diese nicht leer ist, und 2,41 = 2, anderenfalls. Die gewiinschte Inklusion gilt nun, da es
sonst ein Element z der Folge (z.):>k gébe, fiir die die n + 1 Elemente z, 21, .., Zn Paarweise einen
Abstand > § hitten, im Widerspruch zu (3).

Die letzte Aussage gibt ein einfaches Konstruktionsverfahren fiir eine konvergente Teilfolge von
(2,)%2,. Man wendet sie namlich wiederholt an fiir § = é,, = 2°™, m = 1,2,..,, und wihlt stets
ein Element w,, unter 2, ...,z derart, da {z € K : |2 — Wm_1] < 6m_a1} N {z € K : |z — wy)| <
6m} unendlich viele Elemente der Folge (z,), enthélt. Die Folge (wy)m ist offensichtlich eine
Cauchyfolge. Wegen der Vollstindigkeit des Korpers K hat sie einen Grenzwert in K, und der ist
ein Hiufungspunkt der Folge (z.),. Dies beschliefit den Beweis des Lemmas.
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