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Zusammenfassung. Es wird ein Beweis der Fortsetzbarkeit einer Bewertung in einer endlichen Erweiterung vollständiger

Körper gegeben, der weder auf den arithmetischen Eigenschaften nicht-archimedischer Körper (Henselsches Lemma), noch

auf der Klassifikation archimedischer Körper beruht.
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1. Einleitung.

Nachdem Hensel [3, 1908] die p-adischen Zahlen eingeführt hatte, wurden die Grundlagen einer ab-
strakten Theorie bewerteter Körper von dem ungarischen Mathematiker Josef Kürschak in seiner
Arbeit Über Limesbildung und allgemeine Körpertheorie [4, 1912] entwickelt. Dort wird der allge-
meine Begriff einer Bewertung eingeführt, und zwar als Verallgemeinerung des gewöhnlichen Abso-
lutbetrages auf dem Körper der reellen oder komplexen Zahlen. Kürschak beweist, daß jeder bewer-
tete Körper durch 'Adjunktion idealer Limes' zu einem vollständigen Körper ergänzt werden kann.
Er benutzt dazu die Cantorsche Fundamentalreihenmethode, das übliche Vervollständigungsverfah-
ren für metrische Räume, das, unter Verwendung der Existenz eines reellen Zahlkörpers, die von
Cantor erfundene Konstruktion des reellen Zahlkörpers aus dem rationalen nachahmt. Anschließend
wird gezeigt, daß in jeder endlichen Erweiterung L eines vollständigen Körpers K eine Fortsetzung
der Bewertung auf K zu einer Bewertung auf L existiert (Fortsetzungssatz). Es folgt hieraus un-
mittelbar, daß die Bewertung eines vollständigen Körpers K bis auf die algebraisch abgeschlossene
Hülle von K fortgesetzt werden kann, eine Aussage, bei der Kürschak noch bemerkt, daß die von
Steinitz [7,1909] bewiesene Existenz einer algebraisch abgeschlossenen Hülle beliebiger Körper zwar
'auf dem vielfach umstrittenen Wohlordnungssatz des Herrn E. Zermelo' beruhe, dennoch von ihm
für streng angenommen werde. Die Eindeutigkeit der Fortsetzungsbewertung wird nur bewiesen
unter der Annahme, konjugierten Größen in der Erweiterung komme gleiche Bewertung zu. Erst
Ostrowski [5, 1917] zeigt, daß diese Fortsetzungsbewertung auch die einzig mögliche ist.

In der Einleitimg zu seiner Arbeit bemerkt Kürschak, der Beweis des Fortsetzungssatzes lasse
sich für nicht-archimedische Bewertungen—das Wort geht auf Ostrowski zurück—leicht aus den
Untersuchungen Hensels über die Zerlegung von Polynomen mit p-adischen Koeffizienten herleiten.
Da aber nicht alle Bewertungen von dieser Beschaffenheit sind, werden Ergebnisse aus der These
Hadamards [2, 1892] über die Art der Singularitäten auf dem Konvergenzkreise komplexer Po-
tenzreihen zu Hilfe genommen, die in geeigneter Verallgemeinerung hinreichend sind, um den all-
gemeinen Fortsetzungssatz zu beweisen. Kürschak bereut den erheblichen technischen Aufwand,
den die Verwendung der Hadamardschen Sätze mit sich bringt, und schreibt, er ziehe es vor,
bloß Hensels viel einfachere Untersuchungen über die Zerlegung der ganzen Funktionen in K (p)
(der p-adische Zahlkörper) anzuwenden und glaube, daß die Sätze über die Bewertung der alge-
braischen Erweiterungen mittels solcher Methoden bewiesen werden können, die den Henselschen
Überlegungen etwas näher stehen, als die von ihm benutzten. Er selbst habe aber vergebens nach
einer größeren Annäherung gestrebt.



Die Verwendung der von Hadamard herrührenden Ergebnisse für die Fortsetzung archime-
discher Bewertungen stellt sich tatsächlich als überflüssig heraus. Ostrowski [6, 1918] beweist
nämlich, daß es bis auf topologische Isomorphismen nur zwei vollständige archimedische Körper
gibt — den reellen und den komplexen Zahlkörper, mit einer Potenz des üblichen Absolutbetrages
bewertet — so daß der Fortsetzungssatz in diesem Falle offensichtlich zutrifft. Bemerkenswert ist
übrigens, daß alle uns bekannten Beweise des Ostrowskischen Satzes auf einem Sonderfall des Fort-
setzungssatzes (für die Erweiterung K C /i(\/—"l)) beruhen, der dann ad hoc bewiesen wird. Wegen
dieser geschichtlichen Vorgänge hat sich der Fortsetzungssatz einen Status als Folge der Henselschen
Ergebnisse in Verbindung mit Ostrowski's Klassifizierung archimedischer Körper erworben, den er
immer behalten hat.

Einen besonders schnellen und eleganten Beweis des Fortsetzungssatzes von der Hand des Herrn
Geyer findet man in den Proceedings der Brightonschen Konferenz [l, II sec. 10, 1967]. Er ist nur
gültig für lolcal kompakte vollständige Körper, beruht aber auf völlig elementaren Argumenten
topologischer Art.

In dieser Arbeit wird der Fortsetzungssatz ohne jegliche beschränkende Annahme mit ele-
mentaren Mitteln bewiesen. In dem Beweis, der also weder das Henselsche Lemma und seine Fol-
gerungen noch die Ostrowskische Charakterisierung archimedischer Körper verwendet, spielt die
archimedische oder nicht-archimedische Beschaffenheit der fortzusetzenden Bewertung überhaupt
keine Rolle.

2. Beweis des Fortsetzungssatzes.

Es sei φ eine Bewertung auf dem Körper K, d.h. eine Funktion K — > R>0, für die gilt:

φ(χ) > 0 falls χ φ 0;

es gibt C £ R derart, daß φ(1 + χ) < C falls φ(χ) < 1.

Wir werden annehmen, wenn nötig φ durch eine geeignete Potenz ersetzend, daß die Dreiecksun-
gleichung für φ erfüllt ist, d.h. φ(χ + y) < φ(χ] + φ^) für alle x, y e K. Es sei jetzt K voUständig
in Bezug auf die Bewertung φ, und L eine endliche Körpererweiterung von K. Wir beweisen den
folgenden Satz.

Fortsetzungssatz. Es gibt genau eine Bewertung φ auf i , für die φ\Κ — φ, und diese Bewertung
wird gegeben durch die Formel

φ(χ) = ^(Νί,,κίχ)) 1/!*"*] (χ G L}.

Hier bezeichnet Ν^//<· die Norm der Körpererweiterung Lj K.

Beweis. Eine Vektomorm \.\ auf einem K- Vektorraum V ist eine Funktion K —>· R >o > die außerhalb
0 positiv ist und für die \x + y\ < \x\ + \y\ und \kx\ = #fc) · \x\ für k G K gilt. Als elementare
Tatsachen setzen wir voraus, daß alle Vektornormen auf einem endlich-dimensionalen Vektorraum
über K die gleiche Topologie induzieren [l, S. 52], und daß zwei Fortsetzungen von φ auf L identisch
sind, falls die von ihnen erzeugten Topologien gleich sind [l, S. 47]. Da jede Fortsetzung von φ auf
L in einer geeigneten Potenz eine Vektornorm auf L (in Bezug auf dieselbe Potenz von φ) darstellt,
folgt hieraus unmittelbar, daß es nicht mehr als eine Fortsetzung von φ auf L geben kann. Weiter
folgt, daß eine solche Fortsetzung durch die Formel im Satz gegeben werden muß. Ist nämlich φ die
Fortsetzung von φ auf eine normale Erweiterung von K, die L enthält, und σ ein Automorphismus
jener Erweiterung über / i , so ist wegen der Eindeutigkeit φ(σχ) = φ(χ) für alle χ £ L. Schreibt
man jetzt NL//f(*) = üEi*1 W* d a n n



Aus der im Satz gegebenen Definition von φ sieht man unmittelbar, daß φ(χ) > 0 falls χ / 0,
daß i>(xy) = φ(χ)φ^) und daß φ\Κ = φ. Zu zeigen ist nur, daß φ (l + x) beschränkt bleibt falls
φ(χ) < 1. Hierzu wenden wir Induktion nach dem Erweiterungsgrad n = [L : K] an.

Für n = l ist nichts zu beweisen. Nehmen wir also an, n sei größer als l und der Fortset-
zungssatz treffe zu für Erweiterungen vom Grade < n. Ist nun L/ K eine Erweiterung vom Grade
n, so dürfen wir gleich voraussetzen, daß L eine primitive Erweiterung von K ist, sagen wir mit
primitivem Element a. Es läßt sich dann jedes χ 6 L eindeutig darstellen als χ = Σ"~ο α, α' mit
αί 6 Κ. Wir fixieren jetzt eine Vektornorm | . | auf L durch

n~l

| )> aja ! | = max^(a,).
i=0

Wir werden zeigen, daß es C\,Ci 6 R>0 gibt, derart, daß für alle χ 6 L

Ci\z\<1>(x)<Cz\x\. (1)

Hiermit ist der Beweis erbracht, da aus diesen Ungleichungen für χ 6 L mit φ(χ) < l folgt, daß

a?) < C2|l + x\ < C2(l + \x\) < C2(l + Cf1 V(z))

so daß φ tatsächlich eine Bewertung auf L ist.
Die obere Grenze in (1) erhält man unmittelbar aus den Definitionen. Bezeichnen wir nämlich

mit P das homogene Polynom vom Grade n aus Κ[Χ$,Χι, ...,J£„_i], für das

Ν£//ί(ΣΓ=ο1β«α') = Ρ(α 0,αι,...,αη_ι)

gilt, so sieht man gleich, daß für C2 die ra-te Potenz der Summe der φ- Werte der Koeffizienten des
Polynoms P genommen werden kann.

Der Fortsetzungssatz ist jetzt also zurückgeführt worden auf die Existenz einer Konstanten Ci
in (1), oder, was damit äquivalent ist, die Existenz einer positiven unteren Schranke Ca für φ auf
5 = {a; 6 L : \x\ = 1}. Für lokal kompakte, nicht diskrete K ist diese Existenz trivial, wie übrigens
auch die Existenz einer oberen Schranke, da dann S kompakt ist.

Wir beweisen zuerst, daß es eine positive untere Schranke in (1) gibt für Elemente der Form
a+ba, mit a und 6 in K. Wäre dies nicht der Fall, so gäbe es eine Folge (α, + &,α)ι solcher Elemente,
für die

NL/Ä-(O, + 6,a) -> 0 in K

= l und bt φ 0 für jedes i.

Es sei c, - at/bt. Ist <̂ (δ,) = l für unendlich viele z, so nimmt φ(Νι,/κ(^ + <*)) beliebig kleine
positive Werte an. Ist dies nicht der Fall, so gibt es unendlich viele i mit φ(αί) = l, und für solche ι
wird </>(Ni//K(l + c~la)} beliebig klein. Wir definieren das Polynom F als das eindeutige Polynom,
für das im ersten Fall F(a) = NL / / f(a+a) für alle a 6 K, und im zweiten Fall F(a) - NL/K(l + aa)
für alle α e K. Es hat dann aber F eine Nullstelle in K wegen des folgenden Lemmas, das wir
später beweisen werden.

Lemma. Ist / ein Polynom in K[X], und gibt es für jedes e 6 R>0 ein Element a G K mit
} < t, so hat f eine Nullstelle in K.



Wir folgern, daß α € K, was unmöglich ist, da wir vorausgesetzt haben, daß n giößer als l ist.
Dieser Widerspruch zeigt, daß φ(χ) > C0]x| gilt für ein positives C0 und alle χ 6 L der Form a + ba.
Man bemerke, daß hieraus schon der Fortsetzungssatz für n — 2 folgt.

Hieraus ergibt sich leicht, daß es auch für Elemente der Form χ = Π " ^ ( a j + ^ j a ) m^ beliebigen
Oj,6j € K eine positive untere Schranke in (1) gibt. Wegen der Dreiecksungleichung für φ gilt
nämlich

n-l n-l

J=l J=l

und daher

n-l n-l n-l n-l

^(Π>ί + V)) = Π Ψ(α> + V) ^ CZ~1 Π ißj + M ^ cy^1-"! Π (α^ + Ml-
J=l J=l i=l j=l

Wir behaupten, daß es jetzt eine positive untere Schranke in (1) für alle χ in L gibt. Bestünde
sie nämlich nicht, so gäbe es in K[X] eine Folge nicht-konstanter Polynomen / , = ]C"=o ^j-^"·7

(z = l, 2, ...) derart, daß

</;(/,(«)) -> 0

| / , ( a ) |= max φ(αι3] = l (i = 1,2,3, ...). (2)
j=rO,l , ,.,ρ — l

Wir haben schon gezeigt, daß es keine Folge völlig in K[X] zerfallender Polynome / , mit den Eigen-
schaften (2) geben kann. Um den algemeinen Fall aus diesem Sonderfall herzuleiten, bilden wir
innerhalb einer algebraisch abgeschlossenen Hülle von K für k ~ 1,2,3,... den Zerfällungskörper
Mk der Polynome {/z}j<fc über K. Da jeder Körper Mk aus K gebildet werden kann durch endlich
viele sukzessive Erweiterungen vom Grade kleiner als n, läßt sich wegen der Induktionsvorausset-
zung die Bewertung φ in eindeutiger Weise auf M k fortsetzen und Mh ist vollständig in Bezug
auf diese Erweiterungsbewertung. Da offensichtlich M/~ C M^+i gilt, gibt es eine Fortsetzung von
φ auf den Zerfällungskörper UkMk sämtlicher Polynome / , . Es sei M die Vervollständigung von
UfcMfc unter dieser Bewertung, und χ die induzierte Bewertung auf M. Ist das Minimalpolynom des
primitiven Elementes α von L/ K reduzibel über M, so läßt sich L in eine Erweiterung vom Grade
< n des Körpers M einbetten. Die Bewertung χ hat wieder wegen der Induktions Voraussetzung
eine Fortsetzung auf diese Erweiterung, und seine Beschränkung auf L ist eine Fortsetzungsbe-
wertung von φ auf L, also gleich φ. Es kann dann aber überhaupt keine Folge von Polynomen
mit den Eigenschaften (2) geben, da für eine Fortsetzungsbewertung φ von φ auf L notwendi-
gerweise (l) gilt: Widerspruch. Ist obiges Minimalpolynom irreduzibel in M[X], so ist L ® /<· M
eine Körpererweiterung von M vom Grade n mit primitivem Element a. In diesem Fall ist (/,)
eine Folge völlig zerfallender Polynome in M[X], die die Eigenschaften (2) mit χ statt φ besitzt:
Widerspruch.

Dies beschließt den Beweis des Fortsetzungssatzes.

Beweis des Lemmas. Wir dürfen offensichtlich annehmen, / sei vom Grade n > 1. Wegen der
Voraussetzung gibt es eine Folge (a?0~o in K mit lim / ( s , ) = 0. Wir werden einen Häufungspunkt
dieser Folge konstruieren. Es folgt dann gleich aus der Stetigkeit der Funktion / auf li daß dies
eine Nullstelle von / ist, und das Lemma ist bewiesen.

Wir zeigen zuerst, daß die Folge (a;,) die folgende Eigenschaft besitzt:
(3) für jedes δ 6 R>0 gibt es eine ganze Zahl k = k(6) > 0 derart, daß unter n + l beliebigen

ganzen Zahlen > k immer zwei sind, sagen wir i und j , für die \x, — x3\ < δ.



Hierzu setzen wir e = \a\6"/(n + 1), wobei α der höchste Koeffizient von / ist, und wählen ein k > 0
so, daß |/(a;,)| < e falls i > k. Wir wollen jetzt für n + l beliebige Elemente y0, y\, ..., yn der
Folge (xt)t>k zeigen, daß die reelle Zahl μ = min{|t/, - y3\ : 0 < i < j < n] kleiner ist als 6. Wir
dürfen voraussetzen, daß μ φ 0, sodaß die Elemente yt unterschiedlich sind. Man hat dann wegen
der Lagrangeschen Interpolationsformel

Vergleich der höchsten Koeffizienten ergibt

8=0 3^ι

und demzufolge
| α | < ( η + 1 ) . € · μ - " = |

Es ist also μ < δ, womit (3) bewiesen ist.
Aus (3) folgt leicht folgende präzisere Aussage: für jedes δ G R>o gibt es eine ganze Zahl

k = k(S) > 0 und n Elemente z\, ..,£„ der Folge (x,)t>k derart, daß
n

KK>fcC \J{x£K:\x-Zj\<S}.
J=l

Man wählt nämlich k = k(6} wie in (3), setzt zl = xk and definiert die anderen z3 auf die folgende
induktive Weise. Es sei ζ3+\ ein beliebiges Element der Menge

falls diese nicht leer ist, und ζ3+ι = z3 anderenfalls. Die gewünschte Inklusion gilt nun, da es
sonst ein Element z der Folge (a:,)»>fc gäbe, für die die n + l Elemente ζ,ζι, —,zn paarweise einen
Abstand > δ hätten, im Widerspruch zu (3).

Die letzte Aussage gibt ein einfaches Konstruktionsverfahren für eine konvergente Teilfolge von
(z«)~o· M a n wendet sie nämlich wiederholt an für δ = öm = 2~m , m = 1,2,..., und wählt stets
ein Element wm unter zi,...,zn derart, daß {χ ζ K : \x - w m - i | < ̂ m-i} Π {κ G K : \x - wm}\ <
6m] unendlich viele Elemente der Folge (a;,), enthält. Die Folge (wm)m ist offensichtlich eine
Cauchyfolge. Wegen der Vollständigkeit des Körpers K hat sie einen Grenzwert in K, und der ist
ein Häufungspankt der Folge (o;,)·· Dies beschließt den Beweis des Lemmas.
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