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TESTS RAPIDES DE NOMBRES PREMIERS (*)

Hendrik W. Lenstra, Jr

Univeisite d'Amstei dam

Tout au long de cet expose, n designera un nombrc plus grand que l Nous
appelons n compose s'il existe des entiers a et b tels que

n = a b, a > l, b > l

Dans le contraire, n est appele premier Voici deux problemes fondamenlaux
de la theone elementaire des nombres

A Comment peut-on voir, rapidement, si un nombre donne est premier 9

B Si n n'est pas premier, comment trouver des entiers a > l, b > l tels que a b = n ?

Bien que ces problemes se ressemblent fort, les techmques mathematiques qu'on
emploie pour les resondre different du tout au tout

Dans cet expo«e, je m'occuperai presque exclusivement du problemc A Des
progres recerits, concernant ce probleme, ont ete realises par les mathematiuens ame-
ncams L M AD1 FMAN et R S RUMELY En collaboration avei, H ΓΟΗΕΝ
(Bordeaux), j'ai developpe une version simphfiee de leur methode, Version qui a
ete programmee pour le Systeme d'ordinateur CDC Cyber 170-750 du centre de cal-
cul SARA d'Amsterdam, avec la collaboration de D T WINTER et A K l ENSTRA

Ava/)t d'aborder la theone qui sert de base au programme, j'examme quelques
exemplcs numenques Ceux-ci ne sont, par eux-memes, guere plus que des cunosi-
tes, mais clonnent tout de meme une idee de ce qui actuellement, peut, ou ne peut
pas, e"tre fait

(*) Article paru dans WISKUNDE FN ONDERW1 IS (Tijd« hrift va« dt Vhatnst Vercnicinü Wiskundelc
raars) n° 14 pp 171 i 178
Traduit du neerlandais par l Nachtergaelc Une 2eme Version de cet artiüc τ elc rmblice en anglais dans
NIEUW ARCHICF VOOR WISKUNDE (4), Vol l 1981 pp 131 a 144



Le nombre ΙΟ'ΟΟ + 267 = 100 .. 00267

97 χ

est le plus petit nombre premier de 101 chiffres Notre Programme fut en mesure
de prouver, en 42,8 secondes, qu'il est premier. Ceci est im temps de calcul "typi-
quc" pour des nombres de cet ordic de grandeur Des programmes plus anciens
n'eiaicnt pav cn mesure de clccidci si 10I()() + 267 csl premier

Un nombre premier typique de 200 cluff res demancleia environ 6 minutes, quand
notre Programme sera adaptc ä cet objet

t n 1011 j t ι ι 1 1 1
Le nombre — = ' "' . est tres vraisemblablement premier.

1031 x
Ce que cela veut dire, exactement, nous l'exammerons tout ä l'heure Un calcul gros-
ster apprend que notre methode, sur la meme machine, aurait besom, pour ce nom-
bre, d'environ une semaine

Pour des nombres qui ont une forme particuliere, on peut aller beaucoup plus
lom Amsi le Dr Slowmski a demontre, avcc l'aidc d'un oramatcur CRAY X MP, que
le nombre

2Π2049_ι - si2 111 (19751 chiffres)

est premier Cela am a clcmande 65 minutes de temps de calcul Ce nombre est
a l'hcurc dctuelle le plus grand nombre premier connu

Tons ces exemples concernent le probleme A Le probleme B est bien plus genant.
Actucllement, avec les meilleures methodes connues, on peut decomposer en fac-
tcurs des nombres de 40 ä 50 chiffres, pour la plupart, en deux heures environ, mais,
pour un nombre comme

2291 — l = M9 . 791

qvn a 89 chiffres, on ne connait aucun dwiseur premier, cependanl on sait que ce
nombre n'est pas premier.

II peut paraitre surprenant qu'on sache, d'un nombre, qu'il n'est pas premier,
sans en connaitre un diviseur. Ceci est generalement du au theoreme suivant ou ä
une de ses vanantes :

Theoreme de Fcrmal (Pierre de Fermat 1601-1665) :

n esl premier ̂  V α 6 Z, an = a mod n

A propos de ce theoreme, il faut remarquer qu'il est aise, meme pour n tres
giand, — du moms pour im oidmatcur, — d'cxammer si la congrucncc a" = a mod n

est vcnliee On le lait non pas cn cnluilant a" (ccci, mcmc pom un ordmaleur
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rapide, n'cst pas realisable si n £s lO'^O et a = 2) mais seulcmeni le reste de la clivi-
sion de an par n, ce reste etant calcule par une Serie d'elcvations au carre et de mul-
tiplications moclulo n. Et si 011 irouvc fiit-ce im seul clcmcnl de TL poui Icciuel la
congrucnce a" Ξ a mocl n n'est pas verifiee, alors on sait avcc ccrtitude quc n est
pas premier, sans connaitre pour autant im facteur de n.

Si on veut prouver qu'un nombre n est premier, on a besoin de la reciproque
du theoreme de Feimat. Ici, se prescntent deux difficultes :

I. En premier lieu, ia reciproque directe oü " => " est remplace par " <= " n'est
pas vraie; le nombre de Ramanujan 1729 = 7.13.19 n'est pas premier et
cependant

a 1 729 s a mod 1729 pour tout a 6 TL

\\. En second lieu, meme si la reciproque etait vraie, cela ne nous aideraii guere,
parce qu'il completemeni irrealisable d'essayer tous les entiers a.
Comment pourrons-nous surmonter ces difficultes ?

On surmonte la premiere en considerant une Variante plus restrictive du theo-
reme de Fermat, dont la reciproque, cette fois, est vraie.

Nous commengons par une generalisation algebrique.

Theoreme : Si n est premier, pour tont anneau commttfalif A et Ions elements
a et b de A, on a la congruence (a + h)n = a" + bn mod n A

nA designe ici l'ideal de A : {x + t + ... + χ (n termes) l \ 6 A}

La demonstratlon se fonde sur le binöme de Newton et sur la rernarque que
les coefficients binomiaux ( i1), pourO < i < n, sont divisibles par n si n est premier.

Pienons A = 2£ et b = I, et nous relrouvons, par recunence sur a, le theo-
reme de Fermat.

On pei-.t demontrer que la reciprique du theoreme enonce ci-dessus est vraie :
"si Ia congruence enoncee dans le theoreme est verifiee pour tout A et pour tous
a, b elements de A, n est premier". En fait, il suffit de prendre pour A l'anneau
des polynomes Z [X] et a = X,b = 1.

Avant d'aborder une generalisation, dans le domaine de la theorie des nom-
bres, du theoreme de Fermat, nous traitons quelques proprictes du Symbole de Jacobi

(—); pour plus de details, voir les traites, comme [2].
n

A partir de maintenant, nous supposons que n est impair. Si n est premier, il
resulte du theoreme de Fermat que

an — l s \ mod n si a appartient ä 2£ et si le pgcd de a et n est 1;
donc aC""')/2 - l ou — l mod n.
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I csvinbolcclc lacobi (—) e {!,—1} cst, pour a 6 TL et pgccl (a,n) = l.dcfmi

pai (— ) = a(n—0/2 moc| n sj n CS( prcmicr,

(—) = (—) (—) ... (- ) si n = p,p2 ... P,, P, Premiers.
11 P l P2 Pi

Pour la commodite, nous poserons (—) = 0 si pgcd (a,n) > 1.

Le Symbole de Jacobi est Pobjet d'une theorie mathematique developpee par
Gauss, dont le point central est la loi de reciprocite quadratique, (voir [2]). Si Γόη
se sert de cette loi, on peut — et il est interessant de le savoir pour la suite, — calcu-

ler rapidement le Symbole de Jacobi (— ), meme sans connaitre la decomposition
n

de n en facteurs premiers.

De la dcfinilion de (—) resulte directement le theoreme suivant, plus puissant

que le theoieme de Fermat.

Theoreme : n est prcmicr =»
( V a e Z, pgcd (a, n) = / =* a<»-»/2 =.(̂ L) m öd n)

Ici cncoie, il cst facite, mcme pour n tres grancl, d'cxammcr, en se servant de

lOrdinatcui, si pour a clonnc la congiuence a'11—"72 =(— ) mod n est effectivcment
n

verifiee.

D.H. LEHMER a demontre en 1976 que la reciproque du theoreme ci-dessus
est vraie. Plus precisement :

Theoreme : Si n est nn no/nbre hnpair compose, a(n—0/2 φ (_£_) mo(/ n pour
au moins la moitie de tous les a 6 {l,2,...,n—l} avec pgcd (a,n) = I.

Gräce a ces resultats, la difficulte I est resollte de maniere satisfaisante.

Dans le lest de nombres premiers tel qu'il est vraiment realise, nous travaillons
cn fait avec une combinaison des deux approches : nous nous scrvons de congruen-
ces dans les anneaux d'extension de TL et ces congruences comprennent un symbole
qui esi une generalisation du symbole de Jacobi.

Nous restons aux priscs avec la difficulte II : il reste irrealisable de tester tous
les a(mocl n) et absolument irrealisable d'examiner (ous les anneaux A.

La premiere melhode que nous considerons pour surmonter la difficulte II est
de nature probabiliste. Elle travaille comme suit : tirons, de maniere alcatoire, certt
nombres a de Pensemble {1,2,... n—1} et pour chaque valeur tiree, verifions si

a(n—1)/2 = (JL) = ± l mod n.
n
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S'il existe tut-ce un seul a poui lequel cette congiuence n'esl pas veiitiee on
sait aves, cerlitude que n est tompose Si la congruente se ventie poui les cent valeurs
de a, n a une grande piobabilite d'etre prcmier

En eilet, supposons que n ne soit pas premiei dans ee cas, suivant le theo

reme de LEHMER, chaque a a une piobabihte inieneure a — de saiistaire a la

congruence 1.1 dessus, done la piobabilue que les cent a y satisfassent est inleneuie

a (-1)100 qtn es t stiictement inicncui a 0,000000000000000000000000000001 11 de

vient dilliulc de doulci que n soit piemiei

Cette methode, proposee pai R SOLOVAY et V STRASSEN, n'est pas, en
pnncipe, en etat de louinir une demonstration stnctement mathematique du lau qu'un
nombre est premier En revanche, c'est une methode vraiment lies lapide, et on peut
toujouis l'appliquer avant de meltre en oeuvre la methode, lies coüteuse en temps,
que j'exposera tout a l'heure

G L MILLER et M O RABLN ont propose une amelioraüon du lest presenie,
qui atteint la meme probabilite d'eneur moyennant moins de !a moitie du temps
de talcul

La deuxieme methode pour surmonter la diihculte II est de natuie lutunste,
etant donne qu'elle s'appuie sur une presomption qui n'a pas encoie ele prouvee,
l'hypolhese de Riemanii geneiahsce Celle-<_i est une asseition LOiueinani la posiuon
des zeros de ccrtames loncuons complexes qui interviennent dans la theoue analyti-
que des nombres, assertion dont l'exactitude est tres generalement admise, mais qui,
jusqu'a piesent, n'a pas encore ete dcmontree

Supposant cette hypothese vraie, G MILLER a demontre en 1976 qu'il suflit,
dans le lest den t u ckssus, de ttstei uniquemeni les nombies a tels que a < 70(logn) ,
a ctanl piemioi Si touics tes valuns de a satislont a la congi aenci.

a(n—0/2 = (_A ) mod n, on peul moniiei, grace a l'hypothese de Riemanii geneiah
n

see, que <(c iail n esl piemiei

Mais cette methode prete le flanc a deux objections. En piemier heu, une eva-
luation glossiere montie que, poui des nombies de l'ordre de 100 cjiittres, eile
dcmande environ 500 fois plus de temps que la methode qu'on va decnre ci-apres,
bien que pour n beaucoup plus grand, eile soit plus rapide En second heu, l'hypo-
these de Ricmann gcneialisec n'csi toujouis pas demonliec

Nous nous tournons mamlenant vers les methodes qui sont en mesure de prou-
ver avec une certitude mathematique qu'un nombre est premier II en existe plus
que je n'ai le temps d'en enumerer dans cet expose, mais elles leposent toutes, d'une
maniere ou d'une autie sur le theoreme que voici, qui est tellement trivial que je
l'ai baptise de mon nom
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Theoreme de Lenslra

n es! prennei O tont diviseiit r de n esl une puissance de n.

Poui demontier 1'impln.ation =5» il sufüt de remaiquer que l = n° et
n = n1, je laisse au leueui Ic soin de piouvci l'impheation <=

Quel röle ce theoreme joue-t-il dans des tests de nombres premiers 9 Formule
de lacon imprecise, il revient a ceci

Supposons que n satistasse a beaucoup de conditions du type

a(n— 1)/2 = (_a_) mos n,
n

Dans ce cas, on peut montrer que tout diviseur r de n se comporte, a un certain
pomt de vue, comme une puissance de n Dans certames circonstances, on peut en
deduue que l et n sont ies seuls diviseurs de n, de sorte que, de fait, n est premier

Le theoreme suivant peut servir d'illustration a ce processus Nous supposons
a partir de mamtenant, que n n'e&t pas divisible par 3

Theoreme :

·?/ a("—V/2 =· (—) mod n poui a = —1,2 et 3,
n

et ί>ι de p/u<> il exu,te un a element de Z. poui lequel ti(" — 1)/2 = — / mod n,

aloi-, il e\t!>te, poui toul diviseat ι de n, un ennei ι ̂  0 !el que ι s n' mod 24

La condmon "il existe a element de Ί/L tel que a(n — 0/2 ·& — \ mod n" ne
peut etre negligee, comme il ressort de Pexemple donne plus haut de 1729 Si n est
ettectivement premier, il est la plupart du temps tacüe de trouver un entier a qui
satisiasse a cette condition

Le theoreme dit que tout diviseur r de n se comporte "a un certam pomt de
vue" (c'est-a-dire modulo 24) comme une puissance n1 de n En fait, nous pouvons
piendie i = 0 ou i = I, cai n2 — \ mod 24

Je ne donne pas ici la demonstration du theoreme II s'appuie sur Passertion
suivante, valable pour tous Ies entlers Π],Π2 qui ne sont divisible m par 2 m par 3

n ι = n? mod 24 < = > (~) = (— ) poui a = —1,2 et 3
n, n2

Cette assertion est une consequence de la loi, citee plus haut, de reciprocite qua-
dratique

Le theoreme formule ci-dessus n'est pas tres utile pour Ies tests de nombres pre-
mieis, parce que nous ne pouvons pas exploiter davantage la conclusion II serait

beaucoup plus utile d'avon un theoreme analogue ou le nombre 24 soit remplace
par un nornbre sensiblement plus grand
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Si on analyse la demonstration du theoreme — qui n'est pas donnee lu — on
decouvre que la propnete cruuale du nombre 24 clont depend le theoieme, est la

suivante

m2 H l mod 24 poui tont m 6 TL et tel que pi>ul (m,24) - 1.

On peut monlrei que 24 est le plus giand nombie qui ail celte propnete Si Γόη
veut remplacer 24 pai un nombie plus grand, on devia, au heu de (.anes, envisagei
de plus hautcs puissances, et ceci conduit a eonsideiei des symboles qui geneiahsent

le symbole de Jacobi

Si nous lemplacons les carres pai des puissances 12emes, nous tiouvons que
24 peut etie sensiblemem augmente

m12 = l mod 6̂ 320 poui toul m 6 2L U lel que pged (m,63520) = 1.

ki, 011 a 65520 = 2̂  V- 3 7 Π

Daus le programme d'ordinateur cite au debut de cet expose, on emploie des nom
bies eneore beaucoup plus grands

np04() = | mot| s p0lu |OLll m g 2£ U ttl que pgccl (m,s) = l

kl, 5040 = 2-t 32 5 7 et s est un nombie di. 53 Lhitlies

s = 153219867888544432846626127336636113M)Ü1043 i 223771200

= 26 31 ?- 72 11 13 17 19 29 31 37 41 43 6l 71 73 1 1 3 127

181 211 241 281 337 421 631 1009 2521

II est interessant pour nous que s > \/n~si n n'a pas plus de 100 chittres

Je donne mamtenant une descnption schematique et pas tiop preuse du test
de nombres premiers que nous avons employe Pour les details et les reterences a
la litteraturf, qu'on veuille bien consulter [1]

lest de noinbrcs premiers poui n < l()i<><)

lei pas Tester si le plus grand commun diviseur de n et s est egal a l, avec s choisi
oomme ci dessus (on peut determmei ee pgcd par l'algonthine d'Euclide) Si ce n'est
pas le cas, n est divisible par un des tacteurs premiers de s, et nous ne calcuions
pas davantage

2e pas Tester 67 congruences dont chacune est analogue a
a(n—l)/2 = (_§.) moci n

n

en icmpla^anl a pai des elcments bien choisis des anneaux JZ. [e2"'7'̂ ]
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α\ιχ ρ pieinier, k ̂  l ei p^ diviseui de 5040 = 24 32 5 7

et en remplagant (—) par un Symbole generahse dont les valeurs sont des puissances
n

di. e2 π "'P (poui p1» - 2,c2 n lj/P = — l el nous leliouvom le symbole de Jacobi)

Si au moins une de ces 67 congruences n'est pas venfiee, n est compose, et on
arrete

Supposons inaiiHenant que les 67 (.ongiULiices soienl venlices Elles oiu i_te clioi-
sies de teile manieu qu'on peut piouvei que, poui t.haque diviseui r de n, il exisle
ι 6 Z tel que i = n' mod s, 0 < ι < 5040

Jc/w PaiUint decette inloimation, nous deteiminons tous, les diviseui s ι de n lels

que ι ζ Vn H est elair que cela suttit pour detomposer n en lacteurs et donc pour
savoii si n est premier

Dt i ̂  Vn resulte que ι < s, donc r est enticiement deteimme si nous con-
naissons r mod s En vertu de l'informaüon fourme par le 2e pas, nous pouvons
donc proceder amsi determmer, pour chaque i = 0,1, 5039, le nombre r, satis-
laisaat a r, = n' mod s, 0 < r, < s

Tous les diviseurs ̂  N/rTde n apparaissent parmi les rlt donc nous pouvons
achever l'algonthme moyennant 5040 dwisions-tests

De la descnption du 3e pas fatte ci-dessus, on ne doit cependant pas mfeier
que l'algonthme peut aussi aider a decomposer des nombres en iacteurs En prati-
que, en ettet, tous les nornbres composes n seront deja decouverts au 2e (ou meme
au lei) pas

Je termine par un nombre prepare specialement pour la journee d'etudes de
la VVWL, un nombre de cent chitfres dont notre Programme a demontre en 33,573
secondes qu'il est piemier

22120101131905002205180514090709140700230919112114

04051205180101181900110004050305130205180019820029.
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